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Vorwort. 



Ausführliche Darstellungen der theoretischen Physik be- 
sitzen wir in Deutschland in reichem Maasse, sei es von hervor- 
ragenden deutschen Gelehrten, sei es in vortrefflichen Ueber- 
setznngen. Ich erinnere nur an die Vorlesungen von Kirch- 
hoff, von F. Neumann, die theoretische Physik von V. von 
Lang, die Uebersetzungen der Poincar6'schen Vorlesungen 
u. a. m. Indess fehlte uns doch bisher eiQ kurzes Lehrbuch, 
in dem auf beschränktem Räume die wichtigsten Lehren dieses 
Gebietes soweit entwickelt werden, dass es nach Durcharbeiten 
desselben möglich ist Originalarbeiten, die nicht gerade all zu 
specielle Probleme betreffen, zu verstehen. Wie wichtig und 
nützlich eine solche Einführung in die theoretische Physik ist, 
bei der stets besonders Eücksicht darauf genommen wird, dass 
die behandelten Probleme principiell wichtig sind und ihre Er- 
örterung nicht nur mathematisch fördernd ist, sondern dass sie 
vor allem bei späteren Studien Anwendung finden, habe ich 
an mir selbst erfahren, als ich bei meinem hochverehrten 
Lehrer Kirchhoff im Winter 1870/71 in Heidelberg eine 
Vorlesung in diesem Sinne hörte, eine Vorlesung, die er später 
wohl nicht mehr gehalten hat. 

Als das vorliegende Buch von Christiansen zunächst in 
dänischer Sprache erschien, sah ich zu meiner Freude, dass 
68 in der eben erwähnten Weise die theoretische Physik 
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behandelte. Ich habe daher im Interesse unserer Studirenden 
eine deutsche Ausgabe veranlassen zu sollen geglaubt. Die- 
selbe ist, um möglichst allen Bedürfhissen zu genügen, gegen- 
über dem dänischen Original von Herrn Christiansen selbst 
und von Herrn Job. Müller wesentlich umgearbeitet und 
umgestaltet worden. 

Ich hoflfe, dass das Werk unsere jungen Physiker und 
Mathematiker wesentlich bei ihrem Studium fördern wird. 

Erlangen im April 1894. 

E. Wiedemann. 
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Einleitung, 



Der Physiker fährt alle Erscheinungen auf Bewegungen 
zurück, d. h. auf Veränderungen des Ortes mit der Zeit. Wir 
geben eine kurze Uebersicht über die Bewegungslehre (Kine- 
maäk) und behandeln zunächst die Bewegung eines Punktes. 
Die Reihenfolge aller Orte, welche der Punkt im Räume im 
Laufe der Zeit einnimmt, heisst seine Bahn, und die Strecke, 
welche er während der Zeit t zurücklegt, ist der in der 
Zeit t zurückgelegte Weg s. Als Einheit der Zeit wird die 
Secunde, als Einheit der Länge das Centimeter gebraucht. In 
diesen beiden Einheiten lassen sich alle bei Bewegungen auf- 
tretende Grössen messend bestimmen. 

Nach der Gestalt der Bahn unterscheiden wir geradlinige^ 
knanrnlinige und periodische Bewegungen; bei den letzten kehrt 
nach einem bestimmten Zeitabschnitt derselbe Bewegungs- 
zustand des Punktes wieder, d. h. der Punkt hat wieder dieselbe 
Geschwindigkeit und dieselbe Sichtung der Geschwindigkeit 

Die geradlinige Bewegung kann entweder gleichförmig- oder 
ungleichförmig sein. Gleichförmig ist die Bewegung des Punktes, 
wenn derselbe in gleichen Zeitabschnitten gleiche Wege zurück- 
legt. Bei einer solchen gleichförmigen Bewegung legt demnach 
der Punkt in jeder Zeiteinheit denselben Weg zurück, und 
dieser in der Zeiteinheit zurückgelegte Weg ist die Geschwindig- 
keit der gleichförmigen Bewegung. Legt der Punkt die Strecke 
s in der Zeit t in gleichförmiger Bewegung zurück, so wird 
die Geschwindigkeit c dadurch erhalten, dass wir den Weg s 
in t gleiche Theile zerlegen, und es ist 

(a) c = s/t 

Die Geschwindigkeit ist also eine Länge dividirt durch eine 

Zeit. 

ChristlaDsen-MflUer, Physik. 1 
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Bewegt sich ein Punkt auf einer Kreisperipherie mit con- 
stanter Geschwindigkeit, so beschreibt der nach dem Pjinkte 
gezogene Radius vector in gleichen Zeiten gleiche Sectoren. Der 
Winkel, dessen Fläche in der Zeiteinheit vom Eadius vector be- 
schrieben wird, giebt die Winkelgeschwindigkeit der gleichförmigen 
Kreisbewegung. 

Sind «j, Ä„ «3 u. s. w. die nacheinander zurückgelegten 
Wege, und sind bezw. t^j t^, t^ u. s. w. die zum Durchlaufen der 
Wege gebrauchten Zeiten, so ist die gieichformige Bewegung 
dadurch definirt, dass 

sjt^ = s^lt^ ==sjt^^ , 

während im Falle der ungleichförmigen Bewegung 

hK^'il^^^hlh^ — » 

d. h. die Bewegung ist ungleichförmig, wenn sie in keinem 
Theile gleichförmig ist. «i / ^ ist die mittlere Geschwindigkeit 
während der Zeit t^ , d. h. die Geschwindigkeit, mit welcher sich 
der Punkt gleichförmig bewegen müsste, um in der Zeit ^ den 
Weg «j zurückzulegen. Die mittlere Geschwindigkeit ist durch- 
aus von dem betrachteten Wege abhängig; es wird aber der 
Quotient A * / A ^ einen endlichen Grenzwerth erhalten, wenn 
A s und A t zugleich unendlich klein werden. Dieser Grenz- 
werth wird mit ds J dt bezeichnet und stellt die Geschwindig- 
keit bei ungleichförmiger Bewegung dar. Die Geschwindigkeit 
der ungleichförmigen Bewegung ist also durch den ersten 
DiflFerentialquotienten des Weges nach der Zeit gegeben und 
ist der während des Zeitelementes dt erfolgende Zuwachs des 
Weges, berechnet ftir die Zeiteinheit. 

Für die Geschwindigkeit könnten wir eine besondere Ein- 
heit beliebig festsetzen und ebenso für alle anderen Grössen, 
die wir in der Physik durch Messung zu bestimmen suchen. 
Weil aber jede Erscheinung auf Bewegung von Masse beruht, 
so kann dieselbe auch durch die absoluten Einheiten der 
Masse, Länge und Zeit bestimmt werden. Als Masseneinheit 
benutzen wir die Masse eines Cubikcentimeters Wasser bei 
+ 4*^ C. oder ein Gramm, als Längeneinheit die Länge eines 
Centimeters und als Zeiteinheit die Secunde. Im Gegensatz zu 
den absoluten Elinheiten heissen alle übrigen abgeleitete oder 
zusammengesetzte Einheiten, die auf die absoluten Einheiten 
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zurückgeführt werden können. Die Dimension einer abgeleiteten 
Einheit giebt an, in welcher Weise sich dieselbe aus den 
absoluten Einheiten zusammensetzt. Bezeichnet man allge- 
mein eine Länge mit [Z], eine Masse mit [M"] und eine Zeit 
mit [T]j so haben wir für die Dimension der Geschwindig- 

keü [z r-i]. 

Wir führen nach Newton für ds / dt die abgekürzte Be- 
zeichnung s ein, ebenso für dx j dt = x. 

Im allgemeinen ändert sich die Geschwindigkeit des in 
Bewegung begriffenen Körpers mit der Zeit; die Geschwindig- 
keit ist dann eine Function der Zeit. Hat der Punkt zur Zeit 
t' die Geschwindigkeit v' und zur Zeit t" die Geschwindigkeit 
v'j so ist f" — v' der Zuwachs der Geschwindigkeit im Zeit- 
abschnitt f bis t'\ Dieser Zeitabschnitt sei unendlich klein 
und gleich A t; die Geschwindigkeitszunahme p, bezogen auf 
die Zeiteinheit, d. h. die Beschleunigung, ist während der 
Zeit A^ 

(b) p = (ü" — v) / (r — f') = A V / A ^ oder p^dvjdt=:^v. 

Da V = ds I dt = s ist, so haben wir 

p^dijdt^d^sldfi^'s. 

Die Beschleunigung ist also gleich dem zweiten Differential- 
quotienten des Weges nach der Zeit. Da die Differenz zweier 
Geschwindigkeiten wieder eine Geschwindigkeit und die Dif- 
ferenz zweier Zeiten ebenfalls eine Zeit ist, so erhalten wir 
nach (b) für die Dimension der Beschleunigung: [LT^^. ^ 

Nimmt die Geschwindigkeit in jedem Zeitelement um 
dieselbe Grösse zu, so ist die Beschleunigung constant und 
die Bewegung heisst gleichmässig beschleunigt; nur in diesem 
Falle ist nach unserer Erklärung die Beschleunigung der Zu- 
wachs der Geschwindigkeit in der Zeiteinheit. Ist dagegen die 
Beschleunigung veränderlich und eine Function der Zeit, so 
ist die Bewegung ungleichmässig beschleunigt 

Wir betrachten jetzt die krummlinige Bewegung des Punktes. 
Ein Element der Gurre sei ds. Die Bewegungsrichtung des 
Pmiktes ist yeränderlich und stimmt mit der Richtung des 
Curvenelementes oder der Tangente der Cnrve überein. Bildet 
das Element ds mit den Axen eines rechtwinkligen Coordinaten- 
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Systems die Winkel ct^ ßj y und sind dx^ dy, dz die Pro- 
jectionen von ds auf die Axen, so ist 

dx ^ dsco^a] dy = dsoosß; dz =^ dscosy, 

dx, dy und dz sind die Kanten eines unendlich kleinen recht- 
winkligen Parallelepipeds, dessen Diagonale ds ist. Wir bilden 

dx I dt = ds I dt'COScc, dy / dt = ds I dt * cosß, 

dz I dt = ds I dt'GOsy 
oder 

X = i cos cc, y — i cos /?, z = i cos y. 

Dann sind ±, ^ und z die Projectionen der Geschwindig- 
keit des bewegten Punktes. In solcher Weise kann die Ge- 
schwindigkeit nach drei zu einander rechtwinkligen Bichtungen 
zerlegt werden. Diese Zerlegung der Geschwindigkeit ent- 
spricht der Darstellung einer Curve in rechtwinkUgen Coordi- 
naten. £ ist die Geschwindigkeit, mit welcher sich der be- 
trachtete Punkt von der yz Ebene entfernt. Statt der Be- 
wegung des Punktes im Curvenelement führen wir drei andere 
Bewegungen ein, welche zu demselben Besultate führen, nämlich 
eine Bewegung des Punktes in der x-Axe mit der Geschwindig- 
keit X, sodann eine Bewegung der x-Äxe mit der Geschwindig- 
keit y in der Richtung der y-Axe, wobei die ar-Axe ihrer 
Anfangslage parallel bleibt, und endlich eine Bewegung der 
jry-Ebene in der Richtung der z-Axe mit der Geschwindigkeit i, 
wobei die ary-Ebene ihrer Anfangslage parallel bleibt. 
" Sind a, b und c die Coordinaten der, Anfangslage des 
Punktes und führt derselbe gleichzeitig zwei Bewegungen aus, 
deren Projectionen auf die x-Axe x^ und x^ sind, so ist die 
ganze in der Bichtung der or-Axe zurückgelegte Strecke 
x^ + x^. Die Componente der Geschwindigkeit in der Richtung 
der x-Axe ist femer 

Dasselbe gilt für die übrigen Axenrichtungen. Die resultirende 
Geschwindigkeit wird dargestellt durch die Diagonale des 
Parallelepipeds, dessen Seiten £, y und i sind, sodass 



i = yx» + y»-hi* ist. 
Da die Beschleunigung der Zuwachs einer Geschwindigkeit 
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ist, 80 wird die resultirende Beschleunigung in derselben Weise 
bestimmt, ir^ , x^ seien die ar-Componenten der Zuwächse der 
Geschwindigkeiten bei den beiden einzelnen Bewegungen. Wir 
haben dann als gesammte Beschleunigung in der Bichtung 
der 2-Axe 

X = x^+ x^ 
und erhalten 



s = ^{x, + x,Y + (yi +P,? + (^1 + ^,Y, 

wobei 8 durch die Diagonale des rechtwinkligen Parallelepipeds 
dargestellt wird, dessen Seiten x, p und z sind. 

Sind die Coordinaten des in Bewegung begriffenen Punktes 
als EVnctionen der Zeit gegeben, so erhält man die Qleichung 
der Bahn dadurch, dass man die den gleichen Zeiten t ent- 
sprechenden Punkte X und y bestimmt. Ist z. B.: 

x=f,{t) und y =/;(/), 

so muss zur Auffindung des Zusammenhanges zwischen x und y 
die Variable t aus beiden Gleichungen durch irgend eine mathe« 
matische Operation eliminirt werden. 

Nach diesen rein kinematischen Betrachtungen wenden 
wir uns jetzt zur Betrachtung der Ursachen der Bewegungen 
und knüpfen dabei an Galilei 's Untersuchungen über den 
freien Fall an. 
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Allgemeine Bewegungslehre. 

§ 1. Der freie Fall. 

Galilei' s Untersuchungen über den Fall haben einen 
grossen Einfluss auf die Entwicklung der Physik gehabt, d& 
es zweckmässig erscheint, von ihnen auszugehen. Galil 
zeigte, dcL88 alle Körper im luftleeren Bmime gleich schnell falli 
Dies ist eine der grössten Entdeckungen, denn sie zeigt, da 
alle Körper unabhängig von ihrer sonstigen Beschaffenheit ei 
Eigenschaft gemeinsam haben. In keinem Gebiete der Natu 
Wissenschaften existirt hierzu ein SeitenstücL Die Entdeckui 
Galilei's deutet in der Constitution der Materie auf eii 
Einheitlichkeit hin, deren volle Bedeutung sicher noch nicl 
erkannt ist. 

Die Bichtigkeit des Besultates von Galilei ist spät« 
durch sorgfältige Versuche von Newton, Bessel u. A. b< 
stätigt worden. 

Galilei fand femer, dass die Fallräume s sich wie d 
Quadrate der Fallzeiten t verhalten, sodass 

(a) * = ii7^* 

ist, wo die Constante p die BeschleuniguTig der Schwerkraft ai 
giebt. Die Fallbewegung ist demnadi eine gleichmässig b( 
schleunigte, denn es ist dsjdt^s^gt und d^sjdt^ = s^^ 
also constant. Das zweite Fallgesetz ist freilich nicht wie de 
erste als ein Fundamentalsatz ^) in der Physik zu betrachtet 



^) Spätere Untersuchungen haben nämlich gezeigt, daas die Grösc 
der Schwerkraft von dem Abstand des fallenden Körpers vom Erdmitte, 
punkte abhängt, folglich muss g sich während des Falles ändern. Di 
Aenderung von g ist jedoch so klein, dass sie bis jetzt durch Fallversuch' 
nicht direct hat nachgewiesen werden können. 
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In dem nach Verlauf der Zeit t folgenden Zeitraum r 
durchläuft der Körper eine Strecke <r, welche sich aus der 
Gleichung 

bestimmt. Mit Rücksicht auf die Gleichung (a) erhalten wir 

(b) (F = gtT + \ffT^. 

Während des Zeitintervalles r ist die Geschwindigkeit in Wirk- 
hchkeit veränderlich. Ist v die mittlere Geschwindigkeit 
wahrend r, so wird 

Ist r unendlich klein und gleich dt, so ist <r = ds und, da 
man \ffdt gegen gt vernachlässigen kann, 

(c) V ^ ds j dt =^ s =^ gt. 

Die Geschwindigkeit wächst also proportional mit der Zeit und 
g giebt den Geschwindigkeitszuwachs in der Zeiteinheit an. 

Zum Durchfallen der Strecke s braucht der Körper die 
Zeit t, die sich aus (a) bestimmt zu 

(d) t=^Ys]'g. 

Die Geschwindigkeit zur Zeit t ergiebt sich, wenn wir diesen 
Wert von t in (c) einsetzen; es ist 



(e) V = ySsg. 

Zu demselben Besultat gelangen wir dadurch, dass t durch 
eine mathematische Operation aus den Gleichungen (a) und (c) 
eliminirt wird. 

An die Fallgesetze anknüpfend leiten wir den Satz von 
der Trägheit ab. 

Um zu erklären, dass die Geschwindigkeit eines fallenden 
Körpers gleichmässig wächst, machen wir die Annahme: ein 
Körper behält die ihm einmal ertheilte Geschwindigkeit der Grosse 
und Richtung nach unverändert bei; die Aenderung der Ge- 
schwindigkeit rührt von äusseren Ursachen her. Man nennt diesen 
Satz das Princip der Trägheit oder das JBeharrungsprincip. 

Zur Zeit {t + r) ist die Geschwindigkeit v 

v' ^gt + gr. 
Hier ist gt die Anfangsgeschwindigkeit, zu welcher in Folge 
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einer äusseren Ursache, nämlich der Schwerkraft, die Ge- 
schwindigkeit g X hinzutritt. Dementsprechend durchläuft der 
Körper in der Zeit r, die auf die Fallzeit t folgt, den Weg 

(J^gtx ■^\gx^. 

Den Weg gtx legt der fallende Körper zurück während 
der Zeit x mit der zur Zeit t erlangten Endgeschwindigkeit g t\ 
der Fallraum -J-^r* entspricht der Einwirkung der Schwer- 
kraft während der Zeit t. 

Das Princip der Trägheit gilt nicht nur in dem Falle, 
wo der Zuwachs der Geschwindigkeit der Richtung nach mit 
der ursprünglichen Geschwindigkeit zusammenfallt, sondern 
auch in den Fällen, wo derselbe in irgend welcher Richtung 
gegen die ursprüngliche Geschwindigkeit geneigt ist. Hierin 
liegt auch die Berechtigung der Anwendung der geometrischen 
Zusammensetzung von Bewegungen und Beschleunigungen bei 
physikalischen Erscheinungen. 

Die Betrachtungen über den Fall führen auch zu einer 
Beantwortung der Frage, wie die Kräfte zu messen sind. Es 
ist klar, dass die Geschwindigkeitszunahme beim Fall und der 
Druck der Körper auf ihre Unterlage, d. h. ihr Gewicht, als 
Wirkungen einer Kraft anzusehen sind. Beim Fall hat man 
in der wachsenden Geschwindigkeit eine Aeusserung jener Kraft, 
und die Zunahme der Geschwindigkeit in der Zeiteinheit giebt 
ein neues Maass für diese Ejraft. Aus dieser Definition ist 
auch ersichtlich, wie die gesammte Wirkung mehrerer Ejräfte 
sich ergiebt, worüber man vor Galilei nicht zur Klarheit 
kommen konnte. Die den einzelnen Kräften entsprechenden 
Zuwächse der Geschwindigkeiten werden in der früher be- 
sprochenen Weise zusammengesetzt und der resultirende Zu- 
wachs giebt ein Maass für die gesammte Wirkung der Eüräfte. 

§ 2. Die Wurfbewegnntr- 

Wir machen eine Anwendung auf die mit dem freien FaU 
zusammenhängende Wurfbewegung, und betrachten 

1. den veräcalen Wurf nach unten und nach oben. 

Galilei ging bei seinen Untersuchungen über die Wurf- 
bewegung von der Vorstellung aus, dass der Körper, welcher 
eine Anfangsgeschwindigkeit in willkürlicher Richtung erhält, 
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nicht allein diese Bewegung ausfülirt, sondern auch gerade 
ebenso fällt wie beim freien Fall. Wird dem Körper in der 
Richtung der FaUbewegung zur Zeit t = ö die Anfangs- 
geschwindigkeit u ertheilt, so ist nach Verlauf der Zeit t die 
Geschwindigkeit v 

(a) v = u+ffty 
und der durchlaufene Weg s 

(b) s^ut+^fftK 

Wird dem Körper senkrecht nach oben die Anfangs- 
geschwindigkeit u ertheilty so lauten die entsprechenden Formeln 

(c) (d) v^u—pt und s^ut-^^fft^; 

2, den schiefen Wurf. 

Der Körper werde in einer um den Winkel a gegen die 
Horizontale geneigten Bichtung OÄ geworfen. Es sei OÄ 
(Fig. 1) die Anfangs- 
geschwindigkeit u des 
Körpers. OjB = ^m ist 
der Weg, welchen der 
Körper in der Zeit t 

zurücklegen würde, 
wenn die Schwerkraft 
nicht auf ihn wirkte. 
Der Körper gelangt je- 
doch nicht nach £, son- 
dern befindet sich nach 
Verlauf der Zeit t unter- 
halb £ im Punkte C, 
sodass BC=^\fffi ist. 
In einer durch OB ge- 
legten verticalen Ebene 
liege die a:-Axe Ox 
horizontal und die y- Axe 

Oy vertical, dann sind 

die Coordinaten des Punktes C zur Zeit t 

(e) X — OB = utcosa, y = CB =^ut%ma ^ \gt^. 

Durch die Gleichungen (e) ist der Ort des Körpers zu jeder 




Fig. 1. 
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Zeit bestimmt. Während des Zeitelementes dt erfahren die 
Coordinaten x und y die Zuwächse 

(f) dx = ucosccdt und dy == usmccdt — gtdt 

Der in der Zeit dt durchlaufene Weg ds ist bestimmt durch 

ds^ = dx^ + dy^ = [{ucoBuy + {usma -yty]dt^ 
Die Geschwindigkeit v des Körpers ergiebt sich durch 

(g) (h) v = i und v^ = s^ = x^+y^ = u^ — 2ufftsmcc + ^^t^. 

Die den Axen Ox und Oy parallelen Componenten der 
Greschwindigkeit sind hezw. v-dx / ds und vdyjds, oder mit 
Rücksicht auf (g) x und y. Nach der Gleichung (f) wird 

(i) x = ucosa] y = usina — yt. 

Demnach ist die Geschwindigkeit in horizontaler Sichtung 
constanty in yerticaler dagegen nimmt sie gleichmässig ab; es 
wirkt ja auch die Ejraft nur in yerticaler Richtung. 

Wird t aus den Gleichungen (e) eliminirt, so erhält man 
als Bahngleichung 

(k) y = xtanga — a;2/4Ä.(l + tang^Ä), wo h = j^u^ / y 

die Höhe (Geschwindiykeitshöhe) ist, welche der Körper durch- 
fallen muss, um die Geschwindigkeit u zu erhalten. Die 
Gleichimg (k) zeigt, dass die Wurflinie eine Parabel ist. Die 
fFurfweite oder die von aus gerechnete Entfernung, in welcher 
die Wurflinie die x-Axe schneidet, ergiebt sich aus (k), indem 
wir y = o setzen. Wir erhalten 

o = tang cc — \yx{l + tang^ «) / u^. 
Die Wurfweite JF ist also 

/r= «*sin2a/^, 

d. h. das Maximum der Wurfweite wird für a = \it erreicht. 

Ist die Geschwindigkeit u gegeben, so kann durch die Formel 
(k) die Richtung bestimmt werden, in welcher ein Körper fort- 
geschleudert werden muss, um ein vorgeschriebenes Ziel zu 
erreichen. Es ist 

tanga = (2A ± ^ Ah^ - Ahy - x^jx. 

Diese Gleichung zeigt, dass im allgemeinen die Anfangs- 
geschwindigkeit u zwei Richtungen haben kann, bei welchen 
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dei- geworfene Körper ein vorgeschriebenes Ziel trifft. Ist der 
Ausdruck unter dem Wurzelzeichen Null, so giebt es nur eine 
Sichtung. Hat das vom Körper zu erreichende Ziel aber solche 
Lage, dass 4ä* — 4Äy — a:^ < o ist, so wird tanga imagin&r, 
und der Körper kann das vorgeschriebene Ziel überhaupt 
nicht erreichen. 

§ 3. Die Bewegungsgleichungen für einen materiellen Punkt. 

In der Bewegungslehre brauchen wir das Wort ^^Kraft^ 
als Bezeichnung für die bekannte oder unbekannte Ursache 
der Äenderung des Bewegungszustandes eines Körpers. Kommt 
ein ruhender Körper in Bewegung oder ein bewegter in Kühe, 
so schreiben wir diese Veränderung der Wirkung einer Kraft 
zu. Geschieht die Veränderung plötzlich, so wirkt auf den 
Körper eine MomerUan- oder Stosskraft Eine nähere Betrachtung 
zeigt indessen, dass endliche Veränderungen des Bewegungs- 
zastandes eines Körpers nie momentan sind, sondern eine ge- 
wisse Zeit erfordern, die freilich sehr klein sein kann. Die 
Bewegung eines Körpers kann sowohl in Bezug auf die Grösse 
als auf die Richtung der Geschwindigkeit geändert werden. 
Die Geschwindigkeit eines frei fallenden Körpers ändert sich 
nur der Grösse nach; bei einem um einen Mittelpunkt rotiren- 
den Körper ändert sich die Sichtung und bisweilen auch die 
Grösse der Geschwindigkeit. Die Erfahrung zeigt dabei, dass 
Richtungsänderungen in der Geschwindigkeit sowohl wie Grössen- 
änderungen derselben durch äussere Ursachen bedingt werden, 
die in einem längeren oder kürzeren Zeitraum, aber nie 
momentan wirken. 

Vom Ursprung der Kraft kann man absehen und die 
Grösse der Kraft durch ihre Wirkung messen. Als Maass der 
Kraft kann entweder der Weg betrachtet werden, welchen 
anter dem Einfiuss der Kraft ein ursprünglich ruhender Körper 
durchläuft, oder die Geschwindigkeit, welche die Kraft dem 
Körper in einer gewissen Zeit ertheilt. Welche von beiden 
Grössen man als Maass der Kraft benutzt, ist im Grunde 
genommen gleichgültig, allgemein wird jedoch als Maass der 
Kraft die erzeugte Geschwindigkeit oder besser die Ge- 
schwindigkeitsänderung benutzt. Wir messen die Grösse der 
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Mamentankräfie durch die dem Körper in Folge des Stosses er- 
theüte Geschwindigkeitsänderung j und messen die Grösse der con- 
tinuirlich wirkenden Kräfte durch die Geschwindigkeitsänderungf 
welche während einer Secunde erfolgt Newton nahm femer an, 
d(zss die Kraft F der Menge des in Bewegung Gesetzten, d, A. 
der Masse m des Körpers proportional wäre. Er setzte daher 

F^f-mb, 

wo b die Beschleunigung bedeutet und f ein von den Ein- 
heiten der Kraft, Masse und Beschleunigung oder von den 
Einheiten der Masse, Zeit und Länge abhängiger Factor ist. 
Setzen wir /*= 1, so wird F= m.b und wir erhalten für die 
Krafteinheit folgende Definition: Die Einheit der Kraft ist die- 
jenige Kraft, welche der Masseneinheit die Einheit der Beschleu- 
nigung ertheilt oder welche einem Körper in der Secunde die 
Bewegungsmenge 1 erteilt (vergl. § 16). Diese Einheit der 
Kraft oder ein Byne ist also diejenige, welche der Masse ein 
Gramm in einer Secunde die Beschleunigung ein Centimeter 
ertheilt. Die Dimension der Kraft ist demnach ML T~^ (vergl. 
Einleitung). 

Die Kraft, mit welcher ein Körper von der Erde angezogen 
wird, ist das Gewicht des Körpers, welches durch das Product 
aus der Masse des Körpers in die Beschleunigung des freien 
Falles bestimmt ist. Wird der Körper durch eine Unterlage 
am Fallen gehindert, so übt er einen Druck auf die Unterlage 
aus, der gleich seinem Gewichte ist. Andererseits übt nach 
dem Gesetze der Wirkung und Gegenwirkung die Unterlage den- 
selben Druck auf den Körper aus. Dieser Druck kann durch 
die Waage, durch die Elasticität einer Feder u. s. w. ermittelt 
werden. 

Wie die Geschwindigkeit, welche durch die wirkende Kraft 
erzeugt wird, durch ihre Projectionen nach den drei Axen 
eines rechtwinkligen Coordinatensystems bestimmt ist, so ist 
auch die Kraft F durch ihre Gomponenten nach den drei 
Goordinatenaxen gegeben. Werden diese Gomponenten mit 
X, Y und Z bezeichnet, so haben wir 

F^ = X^+Y^ + Z\ 

Uebrigens kann man die Kräfte auch in anderer Weise in Gom- 
ponenten zerlegen, solche Zerlegungen werden später behandelt 
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Fig. 2. 



Bewegt sich ein Körper mit der Geschwindigkeit v in der 
Richtung A B (Fig. 2) und wirkt auf ihn eine Kraft in der Bich- 
tung Ä Gy 80 kann man die Bahn des Körpers bestimmen nach 
dem von Galilei zur Auffindung der Ge- 
setze der Wurf bewegung benutzten Ver- 
fahren. In der Zeit r legt der Körper 
in Folge seiner Anfangsgeschwindigkeit v 
den Weg ÄM=^vr zurück, gleichzeitig 
durchläuft er jedoch unter dem Einfluss 
der Kraft P die Strecke ÄN^\yx^^ wo y 
die Beschleunigung ist, welche die Ejraft F 
dem Körper ertheilt Gonstruirt man das 
Parallelogramm AMDN^ so ist 1) der 
Ort des Körpers nach der Zeit r. 

Die Sichtung der Geschwindigkeit 
bilde mit den Axen OX, F , OZ eines rechtwinkligen Coordi- 
natensystems die Winkel a, ß,y\ die Eichtung der Kraft bilde 
mit denselben Axen die Winkel X, fA,v. Hat der Punkt Ä die 
Coordinaten x, y und z^ so ist die o^-Coordinate des Punktes B 

(b) X ->r A Mcos u + B Mco8 X = x + vr cos a + ^yr^ cos L 

Da die Coordinaten £\mctionen der Zeit sind, so ist bei Be- 
nutzung der Taylor'schen Eeihe die rc-Coordinate von B 

(C) X +XT + \XT^ + 

Durch Yergleichung von (b) und (c) folgt, dass 

(d) (e) V C08 cc = X und y cos A = if ist. 

In ganz derselben Weise ergiebt sich, dass 

ocos/? = y, yco8fi = p; vco8y = z, ycosv = if. 

i, y und z sind die Projectionen der Geschwindigkeit auf die 
Cioordinatenaxen; dieses ergiebt sich übrigens auch, wenn wir 
die Geschwindigkeit v durch dsjdt ausdrücken und beachten, 
dass 

cosa = dxjds u, 8. w. 
ist Es wird denmach 

V cos a = dxlds-s = x. 
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Aus (e) folgt ferner, dass 

m Y cos X = mx. 
ist. Da my die Kraft 

iP=y.Y2+ Y^ + Z^ 

ist und mycosA die j?-Componente X der Kraft F darstellt, 

so ist 

(f) X=mx und ebenso Y=mpj Z=mz, 

Die Gleichungen (f) sind die Bewegungsgleichungen des Massen- 
theilchens m. Sind X, Y und Z als Functionen der Coordinaten. 
der Zeit und bisweilen auch der Geschwindigkeit gegeben, so 
bestimmen die Gleichungen (f) die Bewegung, wenn die Lage 
und Geschwindigkeit der Masse m zu ÄnÜEing der Bewegung 
gegeben sind. Dazu ist die Integration der Gleichungen (f) 
erforderlich, die äreilich in den wenigsten Fällen sich aus- 
führen lässt. Ist die Bewegung bekannt, d. h. sind x, y und z 
als Functionen der Zeit t gegeben, so ist es leichter, aus den 
Gleichungen (f) die Bjraft zu finden, welche die Bewegung 
veranlasst. 

Wir geben jetzt einige Beispiele. 

1. Die Kreisbewegung. 

Der Körper von der Masse m bewege sich mit constanter 
Geschwindigkeit auf dem Ejreise ÄBCy dessen Mittelpunkt im 
Coordinatenanfangspunkte liegt, und dessen Badius JEi ist 
(Fig. 3). Die Umlaufezeit sei T, Ist « die Winkelgeschwindig- 
keit des Körpers, und geht die rr-Axe durch den Ort des 
Körpers zur Zeit t — Oj so ist 

x = Ä cos (ö> ^), y — R sin (a> t). 
Daraus folgt nach (f), dass 
X= mx = ^ moo!^ R cos (o> f), F = m^^ = — m co* Ä sin (q> t) 

oder 

X= —mfo^x, Y= —mw^y ist. 

Die Kraft ist also 



F=^ X^ + Y^ = ma)^R. 

Die Cosinus der Winkel, welche die Richtung der Kraft mit 
der X' und y-Axe bildet, sind bezw. — x/Ä und —yjR. 
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Darans ersieht man, dass die Kraft nach dem Mittelpunkt des 
Kreises gerichtet ist. Wird die Geschwindigkeit des Körpers 
in der Bahn mit v bezeichnet, so ist 

Die nach dem Mittelpunkt gerichtete Beschleunigung y die sogen, 
Centripetalbeschleunigung ist gleich v^ j R = E co*. Man nennt F 



und 




>jf 



Fig. 3. 

die Centripetalkraft, Dieses Resultat ist zuerst von Huygens 
gefunden. 

2. Die fFurfbewegung, 

Der Körper werde vom Coordhiatenanfangspunkte aus 
mit der Geschwindigkeit u in einer Richtung fortgeschleudert, 
welche mit der horizontalen aj-Axe den Winkel a bildet; die 
positive y^Axe sei senkrecht nach oben gerichtet. Dann ist 

X = o, Y = — mg . 
Die Bewegungsgleichungen lauten 

mx = Of my=^mg. 
Durch Integration ergiebt sich 

a? = a + fl4f, y = h J^b^t-\gt^j 
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wo a, Ol, bj bi Gonstante sind. Da der Körper zur Zeit t^o 
sich im Ooordinatenan£aiigspunkte befindet, so folgt a =^ o und 
b = o. Die Componenten der Geschwindigkeit sind ziu* Zeit t 

Aus den Werthen, welche die Geschwindigkeit zur Zeit t = o 
hat, ergiebt sich, dass 

Oj = 2£ cos a, Äj = tt sin a. 

Damit haben wir die in § 2 (e) angegebenen Gleichungen 
wieder erhalten. 

3. Die schwingende Bewegung, 

Wird eine runde elastische Stange von geringem Gewicht, 
die am einen Ende befestigt ist und am anderen eine schwere 




Fig. 4. 

Kugel trägt, aus ihrer Gleichgewichtslage gebracht, so wird 
sie in dieselbe durch eine Kraft zurückgetrieben, die dem Ab- 
stand von der Euhelage proportional ist. Ist r (Fig. 4) der 
Abstand von der Gleichgewichtslage bis zum Punkte P, in 
dem sich der Körper zur Zeit t befindet, so ist die zurück- 
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treibende Kraft gleich —mk^Vj wo k eine Gonstante ist. Es 
ist femer 

und 

i? = — Ä*ar, y = — A^y. 

Die Integrale lauten 

x = ajC08Ä/ + Äj sinÄ/, y = a, C08ä^ + Ä^sinA^, 

-wo a^^ h^j a^j b^ Constante sind. Befindet sich der betrachtete 
Punkt P zur Zeit / = o im Punkte x^y y^ und sind zu derselben 
Zeit Uq und v^ die Componenten der Anfangsgeschwindigkeit v, 
so ist 

^0 = ^ > yo = ^a5 «0 = *i *J ^0 = *a *• 
Demnach lauten die Integrale 

x = ir^,C08Ä^ + UqI k. sinkt, y =^ y^coskt + v^/ k,smkt. 
Wir haben also 
X = — kx^sinkt + Uq cos kt, y = — kyQsinkt + Vq cos k t. 

Befindet sich der betrachtete Punkt zur Zeit ^ = o auf der 
Axe Oy, und ist seine Anfangsgeschwindigkeit v parallel der 
x-Axe gerichtet, so ist » = Uq und v^ = o. Es wird dann 

X = UqI k* sinkt, y =" yQ cos k t. 

Wird k t um 2 n vermehrt, so erhalten x und y denselben Werth 
wieder; die Umlaufszeit T ist T=2njk. Die Bewegung ist 
also eine periodische, Dividirt man die erstere Gleichung durch 
u^jk, die letztere durch y^ und addirt sodann die Quadrate 
der rechten und linken Seiten beider Gleichungen, so ergiebt 
sich als Bahn des Körpers eine Ellipse. 

§ 4. Die Tangential- und Normalkraft. 

MA D (Fig. 5) sei ein Theil der Bahn des Körpers mit 
der Masse m, AB sei die Tangente der Bahn im Punkte A, 
AC äie Kichtung der auf den Körper wirkenden Kraft F. 
Die Ebene der Bahn enthält die Richtungen der Geschwindig- 
keit und der Kraft und soU zur scy-Ebene eines rechtwinkeligen 
Coordinatensystems gewählt werden, dessen x-Axe die Sichtung 
A B hat. Die Normale A H ist die positive y-Axe imd liegt 

Chrlstianflen-MQHer, Physik. 2 
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mit der Richtung der Kraft A C auf derselben Seite der Bahn. 
Die Bewegnngsgleichungen lauten 

T und N sind die Componenten der Kraft in der Richtung 
der Tangente und der Normale, und heissen dementsprechend 
Tangential' und Normalkrafi. Ist der kleine Bogen AB ^ s 
und H der dem Punkte A entsprechende Krümmungsmittel- 
punkt der Gurre, so hat D die Coordinateu 

X = JB-sin(j/iZ), y ^ R -'^ Rcos{s I B)f 




>Ä 



Fig. 5. 

wenn der Krümmungsradius AH=X gesetzt wird. Demnach ist 
X = s-cos{8 1 H) — sm{s I li)'S^J Bj 
y = «-sin(j?/iZ) + cos(«/iZ)-^«/ jB. 

Ist s sehr klein, so wird bis auf unendlich kleine Glieder 
höherer Ordnung cos {s / H) = 1 und sin (ä / Ä) = 0. Femer 
haben wir 

also 

T^m'8 und Nr^mv^jR, 

d. h. die TangentUdkraft ist der Beschleunigung in der Bahn 
proportional, JDie Normalkrafi ist dem Quadrate der Geschwin- 
digkeit direct, dem Krümmungsradius indirect proportional. 
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§ 5. Die Arbeit und kinetiBche Energie. ^) 

Bewegt sich ein Massentheilchen in Folge einer Kraft 8 
längs eines Weges ds, dessen Bichtnng mit der Bichtung der 
Kraft S zusammenfällt, so leistet die Kraft die Arbeit Sds. 
Schliessen die Bewegungsrichtung und die Bichtung der Kraft 
den Winkel ein, so ist an Stelle der Kraft S ihre Com- 
ponente nach der Bewegungsrichtung zu nehmen; es ist also 
dann die Arbeit 8 ds cos 0. Bewegt sich der Körper in einer 
gegebenen Bahn Sq s unter dem Einfluss der Tangentialkraft T, 
so ist die längs eines Elementes ds geleistete Arbeit Tds, 
und die Arbeit längs des Weges s^s ist durch das Integral 

a 

j Tds ausgedrückt. Wird die Geschwindigkeit mit v bezeichnet, 

*» 

so ist V = ds I dt und T= iwä = mv. Hieraus folgt, dass 

(a) j* Tds = fmvvdt^ ^wii?* — i»*t^o^> 

«0 

wenn v^ die Geschwindigkeit in der Anfangslage Sq des Körpers 
ist. Das Product ^mv^ aus der halben Masse in das Quadrat 
der Geschwindigkeit giebt die kinetische Energie des Körpers 
an. Nach der Gleichung (a) ist der Zuwachs an kinetischer 
Energie gleich der von der Tangentialkraft geleisteten Arbeit oder 
gleidi der yon der Gesammtkraft geleisteten Arbeit, da für 
die Berechnung der letzteren nach der oben gegebenen De- 
finition nur die in der Bichtung der Bahn wirkende Com- 
ponente der Gesammtkraft zu berücksichtigen ist. 

Es seien cc, /9, y die Winkel, welche ds mit den Goordi- 
natenaxen bildet, und X, F, Z die Componenten der Kraft T, 
so gelten die Gleichungen 

T= Xcosa + Ycosß + Zcosy, 
ds cos a = dx, ds cos ß = dy, cf ^ cos y = dz. 

Die Elementarbeit längs der unendlich kleinen Strecke ds 
ist dann 

Xdx + Ydy + Zdz. 

Die kinetische Energie bezeichnet man auch als actuelle Energie 
oder lebendige Kraft 



2 







20 Erster Abschnitt 

Die Gleichung (a) nimmt dann die Form 

(b) f{Xdx + Ydy + Zdz) = \mv^ - \mv, 

an. Diese Gleichung kann man in manchen FäUen mit Vor- 
theil anwenden, besonders dann, wenn die Kraft durch die 
Coordinaten allein bestimmt ist. Ist auch zugleich die Bahn 
gegeben, so kann man mit Hülfe der Formel (b) die Geschwindig- 
keit in jedem Punkte der Bahn ermitteln. 

1. Beispiel. Die x^;- Ebene eines rechtwinkligen Goordi- 
natensystems sei horizontal, die positive y-Axe sei yertical 
nach oben gerichtet. Auf den Körper mit der Masse m, der 
sich im Anfangspunkte des Systems befindet, soll nur die 
Schwerkraft wirken, deren Componenten 

X=o, y=— m^, Z =^ o 

sind. Wir haben also 

f{Xdx+ Ydy + Zdz) =^ -m^(y-Ä), 

wenn der Körper im Punkte y = b seine Bewegung beginnt. 
Es ist femer nach (b) 

(c) t;» = V-2y(y-Ä). 

Die Geschwindigkeit ist demnach allein durch die y-Coordinate 
bestimmt. Dieser Fall ist im § 2 behandelt. 

2. Beispiel Die Kraft sei eine Function des Abstandes 
Yon einem festen Punkte. 

Die Kraft wirke abstossend und sei eine CentrcUkraft, d. h. 
ihre Richtung gehe beständig durch einen festen Punkt O, 
welcher der Coordinatenanfangspunkt sein soll. Die Com- 
ponenten der Kraft, welche im Punkte (x, y, z) wirkt, sind 

X = /(r).x/r, Y^nr)^ylr, Z = f{r)'zlr. 

Femer ist 

f{Xdx + Ydy + Zdz) =fl^{xdx+ydy + zdz). 

Da r* = X* + y* + z^ und also rdr = xdx + ydy + zdz ist, so 
wird die Arbeit, welche die Kraft bei der Bewegung des Körpers 

r 

vom Punkte Ä bis zum Punkte B leistet gleich ^f{r)dr, wenn 
r^ und r bezw. die Abstände der Punkte A und B vom Punkte 
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O sind. Die Geschwindigkeiten in den Pnnkten A und B seien 
bezw. Vq nnd r, so ist 

r 

Die Zunahme der kinetischen Energie ist demnach allein von 
r^ nnd r abhängig, nnd folglich von der Gestalt der Bahn 
unabhängig. Die allgemeine Bedingung daf&r, dass die ge- 
leistete Arbeit aUein von der AnÜEkngs- und Endlage des Körpers 
abhängig ist und yom durchlaufenen Wege unabhängig ist, 
soll im nächsten Paragraphen gegeben werden. 

§ 6. Die bei der Bewegung eines Körpers in einer geschlossenen 
Bahn geleistete Arbeit 

Wenn ein Körper unter dem Einfluss einer Kraft, deren 
Componenten X, Y, Z sind, eine geschlossene Bahn AB CD 
(Fig. 6) beschreibt, so ist in dem Ausdrucke für die von der 
E^raft geleistete Arbeit 

(a) f{Xdx + Ydy + Zdz), 

das Integral längs der ganzen Bahn zu erstrecken. Wenn der 
Körper von A aus mit der Anfangsgeschwindigkeit v^ in der 




Fig. 6. 

durch den Pfeil angegebenen Richtung die geschlossene Bahn 
durchläuft und mit der Geschwindigkeit v nach A zurück- 
kehrt» so ist die Arbeit gleich 
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Ist V > Vq, so ist die kinetische Energie bei der Bewegung 
herrorgebracht, und die kinetische Energie muss stetig wachsen, 
wenn die Bewegung fortgesetzt wird. Ist dagegen v < t?Q, so 
wird die kinetische Energie hervorgebracht, wenn der Körper 
in entgegengesetzter Richtung auf dem Wege ADCB die 
Bahn durchläuft. Die Erfahrung lehrt jedoch, dass ein Körper 
unter dem Einfluss der von festen Punkten ausgehenden Kräfte 
beim Durchlaufen einer geschlossenen Bahn zur Ausgangs- 
stelle Ä mit derselben kinetischen Energie zurückkehrt, welche 
beim Fortgange von Ä vorhanden war. Es ist also wichtig zu 
untersuchen, welchen Bedingungen die Kraftcomponenten unter- 
worfen sein müssen, damit das über eine geschlossene Bahn 
erstreckte Integral (a) Null ist, d. h. wann die kinetische 
Energie bei der Bewegung in einer geschlossenen Bahn nach 
der Rückkehr zum Ausgangspunkte der Bewegung weder ver- 
mehrt noch vermindert ist. 

Ist das über eine geschlossene Bahn AB CD erstreckte 
Integral (a) gleich Null, d. h. ist 

ABC CDA 

f{Xdx + Ydy + Zdz) -h ^ {Xdx + Ydy -h Zdz) = 0, 

wo durch die am Integralzeichen befindlichen Buchstaben an- 
gedeutet werden soll, dass das erste Integral längs ABC^ das 
zweite längs CBAzvl erstrecken ist, so wird 

ABO ADC 

f{Xdx + Ydy + Zdz) = J{Xdx + Ydy + Zdz). 

Ist die Arbeit, die beim üebergang von einem Punkte zu einem 
anderen geleistet wird, unabhängig von der Bahn und nur ab- 
hängig von den Endpunkten der Bewegung, so sind die Gom- 
ponenten X, F, Z eindeutige und stetige Functionen des Ortes. 
Bevor die allgemeinen Bedingungen dafür abgeleitet werden, 
dass die von einer Kraft geleistete Arbeit allein vom Anfangs- 
imd Endpunkte der Bewegung abhängig ist, bestimmen wir die 
Arbeit für den Fall, dass die von der Bahn umschlossene 
Fläche unendlich klein ist. Durch den Punkt (Fig. 7), dessen 
Coordinaten x^y, z sind, ziehen wir die Linien Ox, Oy, Oz 
parallel den Coordinatenaxen, deren positive Richtungen in 
folgender Weise bestimmt werden. Streckt man die rechte 
Hand in Richtung der positiven ir-Axe aus, so soll die Normale 
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auf der inneren Handfläche die Bichtung der positiven y-Axe^ 
und der Daumen die Bichtung der positiven z-Axe angeben. 
Eine positive Drehung um die x^Axe ist diejenige, bei welcher 




Fig. 7. 

die + y-Axe auf dem kürzesten Wege in die Lage der + z-Aze 
gebracht wird. Diese Regel giebt bei cyklischer^) Vertauschung 
der Buchstaben x^ y, z die Richtungen der positiven Umdrehungen 
um die y- und um die 5;-Axe. Ist OBBC ein Rechteck in 
der yz-Ebene, so erfolgt der positive 
Umlauf auf dem Wege OBBCO. Diese 
Festsetzungen über das Vorzeichen der 



') D. h. tritt a; an die Stelle von y, so 
tritt y an die SteUe von % und x an die 
Stelle von x. 
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Drehimgsrichtiingen sollen auch im Folgenden gelten. Ist 
J? = rfy, so ist die Arbeit bei der UeberfÜhrung des Körpers 
von bis B gleich Ydy. Geht der Körper von B bis i>, so 
ist die geleistete Arbeit \Z + dZ/dy. dy) dz. Auf dem Wege 
i>C wird die Arbeit - {Y+ d Y/ dz.dz)dy und auf dem 
Wege CO wird die Arbeit — Zdz geleistet. Die gesammte 
geleistete Arbeit ist demnach 

{ßZldy--dYjdz)dydz. 

Allgemein ist die von der Kraft geleistete Arbeit beim Um- 
lauf des Körpers um ein Flächenelement dS^j welches der 
yz- Ebene parallel ist, 

(b) F. dS^ = {dZ/dy ^dYldz)d8^. 

In derselben Weise erhält man 

G.d8^^{dXldz^dZldx)d8^\ 
H.dS^^{dYldx^dX/dy)d8^. 

Fj G und H sind die Arbeiten, welche beim Umlaufen des 
Körpers um eine im Punkte bezw. zur rc-, y- und z-Axe 
senkrechte Flächeneinheit geleistet werden. 

Ist OäBC (Fig. 8) ein unendlich kleines Tetraeder, dessen 
drei Kanten OÄ, OB, OC den Coordinatenaxen parallel sind 
und bewegt sich der Körper auf der Begrenzung der Fläche 
ABC in der durch die Reihenfolge der Buchstaben ange- 
gebenen Richtimg, so ist die geleistete Arbeit gleich der- 
jenigen, welche erforderlich ist, um den Körper zunächst um 
OAB, sodann um O^C und endlich um OC^ zu bewegen. 
Hierbei werden die Strecken AB, BC, CA in derselben 
positiven Richtung durchlaufen. Dagegen bewegt sich der 
Körper je zweimal längs OAy OB, OC in entgegengesetzten 
Richtungen, und die dabei geleistete Arbeit ist also Null. Die 
beim Umlauf des Körpers um die Fläche ABC= dS geleistete 
Arbeit ist also 

(c) J.dS^^F.dS.l+G.dS.m + II.dS.n, 

wo Z, m, n die Cosinus der Winkel sind, welche die vom Te- 
traeder nach aussen gerichtete Normale der Fläche dS mit 
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den Coordinatenazen bildet. Es ist demnach die beim Umlauf 
des Körpers um die Flächeneinheit geleistete Arbeit / 

(d) J^Fl+Gm + Hn, 

wo ly m und n die Lage der Flächeneinheit bestimmen. 




Fig. 8. 

Soll die beim Umlauf des Körpers um eine unendlich 
kleine Fläche geleistete Arbeit Null sein, so muss für alle 
Lagen der Fläche / = werden, oder es muss 

IdZ/dy'-dYldz^O, öX/öz - ö^/öx = 0, 
- 1 dYjdx^dXjdy^Q 

sein. Sind die Bedingungsgleichungen (e) erfüllt, so ist der 
Ausdruck unter dem Lxtegral (a) das vollständige Differential 
einer Function V von x^y, z. X, Yj Z sind die DifFerential- 
quotienten der Function F nach x, y, z, also 

X^drjdx, Y^dridy, Z^drjdz. 
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Dabei sind die Bedingungsgleichungen (e) erfüllt. Die Function 
F ist das Potential der wirkenden Kräfte; wir erhalten hier 
zunächst die mathematische Definition dieser Function, deren 
nach Xyj/^ z genommene Differentialquotienten die Eraftcom- 
ponenten Z, T, Z ergeben. Ist V das Potential der wirkenden 
Kräfte, so ist auch r'= r+ C, wo C eine Constante bedeutet, 
das Potential. Denn es ist 

X=dridx^dr'ldx u. s.w. 

Das Potential ist also bis auf eine Constante bestimmt, auf 
deren Bedeutung wir im nächsten Paragraphen zurückkommen. 
Sind die Bedingungsgleichungen (e) überall erfüllt, so ist 
auch die beim Umlauf des Körpers um eine endliche Flache 
geleistete Arbeit Null. Die en(Uiche Fläche kann in Flächen- 
elemente zerlegt werden, wie Fig. 9 zeigt. Umkreist der Körper 

nacheinander alle diese Ele- 



mente in derselben Richtung, 
so ist die gesammte geleistete 
Arbeit gleich Null. Dabei 
wird vorausgesetzt, dass die 
Kräfte X, F, Z stetige und 
eindeutige Functionen des 
Baumes sind. Jedes vor- 
kommende Linienelement wird 
Fig. 9. zweimal aber in entgegen- 

gesetzten Sichtungen durch- 
laufen, eine Ausnahme bilden nur die Linienelemente, welche 
die Begrenzimg der endlichen Fläche bilden. 

Solche Kräfte oder Kraftsysteme, deren geleistete Arbeit 
unabhängig von dem Wege ist, auf welchem der Körper von 
seiner Anfangs- zur Endlage übergeführt wird, heissen conser- 
vaäoe Kräfte. Zu ihnen gehören hauptsächlich diejenigen, welche 
von einem festen Punkte aus wirken, und deren Grösse nur 
von dem Abstände vom festen Punkte abhängig ist. Ist demnach 
die im Punkte P wirkende Kraft nur abhängig von dem Ab- 
stände des Punktes P vom Goordinatenanfangspunkte 0, d. h. 
ist dieselbe gleich /(r), so ist X=^f[r).xlrj da xjr der 
Cosinus des Winkels ist, welchen die Linie P mit der rr- Axe 
bildet. Dementsprechend erhalten wir 
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X^f{x).xlr, Y^f{T).yjr, Z^f{r).zlr. 

Setzt man /(r)/r 5= Ä, so wirdX=Äa;, Y=^Ry, Z^Rz, 
Ferner ist 

dZjdy^dRjdr.yzIry d Yj d z r=^ dR / dr ,yz / r. 

Also ist die Bedingungsgleichung 

dZldy^dYldz = 

erf&nt. Dasselbe gilt für die übrigen Bedingun^sgleichungen (e). 
Die beim Umlauf des Körpers um eine Fläche geleistete 
Arbeit ist durch das Integral 

f(Xdx+ Ydy + Zdz) 

gegeben. Diese Arbeit wird auch geleistet , wenn der Körper 
nach einander sämmtliche Flächenelemente dS umkreist, in 
welche die endliche Fläche zerlegt ist (Fig. 9). Dabei muss die 
Bewegung stets in demselben Sinne erfolgen. Diese Arbeit ist 
nach (c) gleich 

f{Fl+ Gm + Hn)dS. 

Führt man hier die früher ^ F^ G und H entwickelten Aus- 
drücke ein, so ergiebt sich mit Rücksicht auf (a) und (b) 

f{X.dx/ds+ Y.dylds + Z.dzlds)d8 

(f) ^ff[{dZldy^dYldz)l + {dXldz 

-'dZjdx)m + {dYldx'-dXldy)n\dS, 

wo s die Bandcurve der Fläche iS ist l, m, n sind die 
Bichtungscosinus der Normalen des Flächenelementes. Die 
Gleichung (f) zeigt, dass das Linienintegral längs einer ge- 
schlossenen Curve durch ein Flächenintegral über eine Fläche 
ersetzt werden kann, welche von, dieser Curve begrenzt wird. 
Die Fläche 8 ist nur der Bedingung unterworfen, dass sie von 
der Bandcurve s begrenzt wird und keine singulären Punkte 
besitzt. Der in (f) enthaltene Satz ist zuerst von Stokes 
gefunden. 

§ 7. Das PotentiaL 

Wir betrachten nur solche Fälle, wo die Arbeit durch den 
An£uigB- und Endpunkt der Bewegung vollständig bestimmt 
ist Damit dies eintritt, muss 
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dZjdy^dYldz, dXjdz^dZjdx, dYjdx^^dXIdy 

sein. Die Fälle, in welchen diese Gleichungen nicht gelten^ 
schliessen wir von der Betrachtung aus. 

Die auf die Masseneinheit 1 g wirkende Erafb habe die 
Componenten X, Yy Z, Die Masseneinheit befinde sich im 
Punkte (Fig. 10), dessen rechtwinklige Coordinaten a^ b, c 



X 



Fig. 10. 

sind und bewege sich längs des Weges s von nach P. Die 
bei dieser Bewegung von der Kraft geleistete Arbeit F wird 



(a) 



r= f{Xdx + Ydy + Zdz) ^Yp^Vo, 



vorausgesetzt, dass J, F, Z die Ableitungen einer und der- 
selben Function V des Ortes sind. Die Arbeit, welche nöthig 
ist, um die Masseneinheit von einer beliebigen Stelle nach P 
zu f&hren, ist gleich der Differenz der Potentiale Vp und Vq 
oder gleich der Potentialdifferenz. Das Potenäcd ist demnach 
stets bis auf eme Omstante Vo bestimmt^ und in üebereinstimmung 
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damit können nnr Potentialdifferenzen gemessen werden. Setzen 
wir wiUkürlich fest, dass im Punkte das Potential Null ist, 
so ist Vp der Werth des Potentials in P. Bcts Potential an 
einer Stelle ist demnach die Arbeit, welche erforderlich ist, um 
die Masseneinheit von einer Stelle, wo das Potential Null ist, zur 
betrachteten überzufuhren. 

Das Potential F ist eine Function der Coordinaten. Die 
Grleichung 

(b) r(x,y,z) = C, 

wo C eine Constante ist, stellt eine Fläche dar, welche die 
Punkte vereinigt, nach denen zu der Ueberfuhrung der Massen- 
einheit von einem Orte aus, wo das Potential Null ist, die 
gleiche Arbeit C erforderlich 
ist. Wird C geändert, so er- 
halten wir ein System solcher 
Flächen, die als Niveau- oder 
äquipotentielle Flächen bezeich- 
net werden. PP' und QQ' 
(Fig. 11) seien zwei unencUich 
benachbarte aus der Schaar 
dieser Flächen, PP' entspreche 
dem Werthe F, xmdQQf dem 
Werthe F+dF. ds sei das 
zwischen den Flächen PF 
und QQ' liegende Element 
einer beliebigen Curve. Die 
in der Richtung von ds wir- 
kende Kraft sei T, dann wird q' 
zur Ueberfiihrung der Massen- Fig. 1 1. 

einheit von P nach Q die 

Arbeit Tds geleistet; andererseits ist diese Arbeit gleich 
Fq— Fp= dF, wir erhalten also 

(c) T.ds = dF oder T^^dF/ds. 

Durch das Potential wird demnach mit Hülfe der Gleichung 
(c) die Kraft, welche in einer beliebigen Richtung s wirkt, be- 
stimmt. Da das Linienelement ds eine beliebige Richtung 
hat, so kann man auch ^ ds die Elemente dx, dy^ dz setzen 
und erhält dann für die Componenten der wirkenden Kraft 
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X^drfdxy Y^drjdy, Z^dF/dz. 

Nach der Gleichnng (c) ist die Kraft .dem Elemente ds um- 
gekehrt proportional. Fällt ds der Sichtung nach mit der 
Normale der Fläche PP" zusammen, so ist die Kraft am 
grössten. Die orthogonalen Trajectorien der Niyeauäächen 
geben also die Kraftrichtung an und heissen dementsprechend 
„Krafäinien^^. Die Tangente der Kraftlinie ist der Kraftrichtung 
in dem betrachteten Punkte parallel. 

Sind Pj und P^ zwei unendlich benachbarte Punkte auf 
derselben Niveaufläche, so ist zur üeberfiihrung eines Körpers 
von Pj nach P, keine Arbeit nöthig, denn es ist 

die Kraft wirkt senkrecht zur Bewegungsrichtung. 

1. Beispiel. Die Schwerkraft. 

Die x^r-Ebene des Coordinatensystems sei horizontal, die positive 
y-Axe sei yertical nach oben gerichtet, dann ist 

X=0, Y=^mff, ^=0. 

Demnach wird r= — rngy^ d. h. die Niveauflächen sind hori- 
zontale Ebenen. 

2. Beispiel. 
Für den in § 5 Beispiel 2 erwähnten Fall, ist die Arbeit 

r 

nöthig, um den Körper vom Abstände r^ bis zum Abstände r 
Tom festen Punkte zu bewegen. Wir haben demnach 
r= F{r) - F{r,), 

und die Niveauflächen sind Kugelflächen, welche das An- 
ziehungscentrum zum Mittelpunkt haben. 

§ 8. Die unfreie Bewegung. 

Galilei hat ausser dem freien Fall und der Wurfbewegung 
auch die Bewegung auf einer schiefen Ebene sowie die Pendel- 
bewegung behandelt. Das letzte Problem hat er jedoch nicht 
ganz zu lösen vermocht. 
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Ist ein Körper durch irgend eine Ursache gezwungen, 
sich in einer gegebenen Bahn zu bewegen, so ist seine Be- 
wegung eine gebundene oder unfreie, 

1. Beispiel. Die schiefe Ebene. 
Ein Körper B (Fig. 12), welcher sich auf der schiefen 
Ebene AB befindet, die mit der horizontalen Ebene den 
Winkel a bildet, gleitet unter dem Einflüsse der Schwerkraft 
die schiefe Ebene AB hinab. Von etwa auftretenden Reibungs- 
widerst&nden sehen wir ab. Der von der schiefen Ebene aus- 
geübte Widerstand wirkt in der zur Ebene AB senkrechten 




Fig. 12. 

Richtung. Man kann zur Diacussion der einzelnen Vorgänge 
den Satz von der kinetischen Energie und Arbeit anwenden. 
Ist m die Masse des Körpers, v die in J erlangte Geschwindig- 
keit und g die Beschleunigung der Schwerkraft, so ist 

|. m o' = 971^ sin er . /, 
wenn mit / die Länge A B der schiefen Ebene bezeichnet wird 
und die Bewegung in A ohne Anfangsgeschwindigkeit beginnt. 
Ist a die Höhe AC der schiefen Ebene, so ist l%ma = a und 
die geleistete Arbeit ist mga. Die Geschwindigkeit am FusscjS 
der schiefen Elbene ist demnach v = ^2ga und gleich der 
Geschwindigkeit, welche der Körper in C hat, wenn er die 
Höhe A C ftei durchfällt. 

Bewegt sich ein Körper in einer Curve AB (Fig. 13) unter 
dem Einfluss der Schwerkraft, so ergiebt sich wie vorhin, dass 
die Geschwindigkeit in B durch die Anfangsgeschwindigkeit t;^ 
in A und durch die Fallhöhe AC bestimmt ist. Man hat 
nämlich 
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und also 


\tnv* — ^mVg* = mga 


(a) 


w» = V + 2^a. 




Fig. 13. 
Die zur Bewegung von Ä nach B gebrauchte Zeit t ist 

A 

WO ^« ein Element der Bahn AB ist. 

2. Beispiel. i>a« Pendel 

Hängen wir einen Körper Ä (Fig. 14) am Ende einer 
gewichtslosen um den Punkt frei drehbaren Stange von der 
Länge / auf, so ist derselbe gezwungen^ sich auf einer Eugel- 
fläche vom Radius / zu bewegen. Wir wollen die Bewegungen 
nur für kleine Abweichungen der Pendelstange aus ihrer Gleich- 
gewichtslage betrachten. Zur Zeit ^ = ist der Körper Ä in 
Buhe, er bewegt sich sodann auf dem Kreisbogen AB CD 
durch den Punkt (7, der senkrecht unter liegt. Wird OA — lj 
^AOC^a, ^BOC^» gesetzt und sind AA' und BB' 
senkrecht zu 0(7 gezogen, so ist die Geschwindigkeit, welche 
der Körper von A bis B erhalten hat, derjenigen durch den 
freien Fall von A' bis B' entstandenen gleich. Es ist 
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Ä' B' = /(cos^?- — cosa), 
und die Geschwindigkeit v in B demnach 

V = y2y /(cos & — cos a). 

Ist r = 0, also ^ » ± o^, so ruht die Pendelkugel, sie befindet 
sich dann in Ä oder L, wenn ^DOC ^ '^AOC ist. Zur 




Bewegung von Ä bis 5 wird die Schwingungszeit t gebraucht, 
and es ist nach (b) 

(c) t= ^fld&/y2gl{co9&'- cosa). 

a 

Die Integration ist leicht auszuführen, wenn a und also auch t^ 
so klein sind, dass man cos i?- = 1 — ^ d** und cos a = 1 — ^«* 
setzen kann. Denn die Eeihe ftlr die Function Cosinus lautet 

cosx= 1 -arV2! +ar*/4! -... 
Ist X sehr klein, so brauchen wir die Glieder von höherer als 
der zweiten Ordnung nicht zu berücksichtigen, unter dieser 
Voraussetzung erhält man 

a 

und durch Integration 

(d) & = aco8{t^l). 

Cbriitlftnsen-Mfiller, Physik. 3 
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Ist t^ff 1 1 = \n , so wird ^• = 0, und der Körper braucht 
demnach die Zeit 

um von Ä bis zum tiefsten Punkt der Bahn zu gelangen. Die 
Zeit T, welche zur Bewegung von A bis D gebraucht wird, 
ist doppelt so gross und heissi'Scktoinffunffsdauer^); wir haben 

(e) T=n-ffff, 

d. h. die Schwingungsdauer wächst proportional der Wurzel ans 
der Länge des Pendels und ist umgekehrt proportional der Wurzel 
aus der Beschleunigung der Schwerkraft, 

Die Gleichung (e) gilt nur für sehr kleine Schwingungs- 
bogen. Für endliche Werthe von a ist dagegen zur Berech- 
nung der Schwingungsdauer statt (e) die Formel 

(f) r= «.|/I.(l + (^)%in«(i«) + (|^)%m*(i«) + ...) 

anzuwenden. 

Nur flir sehr kleine Schwingungsbogen sind die Pendel- 
schwingungen isochron j d. h. unabhängig von der Grösse der- 
selben. Sind die Schwingungsbogen von endlicher Grösse, so 
wächst die Schwingungsdauer ziemlich schnell mit der Länge 
des Bogens. 

Die Aufgabe kann auch in folgender Weise gelöst werden. 
Der schwingende Körper mit der Masse m befinde sich im 
Punkte B, dann wirkt auf ihn in senkrechter Richtung die 
Kraft mg. Diese Kraft sei durch die Linie 0^(Fig. 14) dar- 
gestellt. Ist EF senkrecht auf OB, so können OF und FE 
als die Componenten der Kraft OE betrachtet werden. Die 
Grösse der Tangentialkraft FE ist m^sint?-. Wird BC^s 
gesetzt und die Tangentialkraft P positiv gerechnet, wenn 
sie s zu vergrössem strebt, so hat man 



^) Bei dem hetrachteten Pendel, welches Schwingangen in einer 
Ehene ausführt, pflegt man unter Schunngungsdauer T nur die Zeit eines 
Hin- oder Herganges zu verstehen. Bei anderen periodischen Be- 
wegungen ist die Schwingungsdauer die Zeit, nach welcher der Körper 
in denselben Bewegungszustand zurückkehrt, d. h. dieselbe Greschwindig- 
keit und Bewegungsrichtung erhfilt, oder die Zeit für einen Hingang 
und einen Hergang. 
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P= — fn^9m(s/l) 

und, wenn s als sehr klein vorausgesetzt wird, 

P=z ^ mgsjL 

Die Bewegnngsgleichung wird demnach 

(g) ms = P oder 's^-^gsjU 

Durch Integration erhält man bei passender Wahl der 
Constanten 

(li) j = acos(^]/57^). 

Diese Gleichung stimmt mit (d) überein. 

Ist ein Körper gezwungen, sich auf einer gegebenen Fläche 
zu bewegen, so ist im allgemeinen die Bestimmung der Be- 
wegung des Körpers sehr schwierig. Wir wollen auf die Unter- 
suchung des allgemeinen Falles nicht eingehen und wollen 
hier nur die Bewegung eines unendlich kleinen Körpers auf 
einer Kugelfläche betrachten, wenn der Körper während der 
Bewegung stets sehr nahe dem tiefsten Punkte C der Kugel- 
fläche bleibt und wenn nur die Schwerkraft auf den Körper 
wirkt. Wir können dann annehmen, dass die Kraft nach dem 
Punkte C gerichtet ist und der Grösse nach gleich mgsjl ist, 
wo / den Eadius der Kugel angiebt. Hieraus ergiebt sich die 
in § 3 Beispiel 3 behandelte Bewegung. Die Bahn ist eine 
EDipse und die Schwingungszeit ist T= 2 7r]///y, also unab- 
hängig von der Gestalt und Grösse der Bahn. 

§ 9. Kepler'8 Gesetze. 

Wir sind bei der Herleitung der Hauptsätze der allge- 
meinen Bewegungslehre von den Fallgesetzen Galilei^s aus- 
gegangen. Wir wenden uns jetzt zu derjenigen Kraft, als 
deren Specialfall die Schwere erscheint, und aus deren Eigen- 
schaften die Gesetze der Planetenbewegungen hergeleitet werden 
können. Anknüpfend an die Hypothese des Kopernikus^ 
dass die Sonne feststeht und die Erde sich einmal um ihre 
Axe und dann um die Sonne bewegt, hat Kepler die folgen- 
den Gtesetze aufgestellt: 

1. Der Radins vector von der Sonne nach dem Planeten be^ 
ifhreibt in gleichen Zeiten gleiche Sectoren, 
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2. Die Planetenbahnen sind Ellipsen, in deren einem Brenn- 
punkte sich die Sonne befindet 

3. J)ie Quadrate der Vmlaufszeiten zweier Planeten ver- 
halten sich une die Kuben der halben grossen Axen ihrer Bahnen. 

Analytisch können diese Gesetze folgendermaassen aus- 
gedrückt werden. Es sei 8 (Fig. 15) das Centrum der Sonne 

und AP.Q einTheil der 
Planetenbahn. Zur Zeit 
^ = sei der Planet in 
Ä und zur Zeit t in P. 
Im nächsten Zeitelement 
dt gelangt der Planet 
Yon P nach Q, und der 
Badius vector beschreibt 
den Sector P8Q, Es 
sei ^ÄSP= ©, 
^PSq^de und 
SP::=:r, Dic Flächc PS$ 
ist gleich \r^dQ, Da die 
vom Radius vector be- 
schriebene Fläche in 
demselben Verhältniss 
wie die Zeit wächst, so 
ist r^d0=^kdtj wo k 
eine constante Grosse ist 
Aus dem ersten Kepler '- 
sehen Gesetze erhalten wir die Gleichung 




Fig. 15. 



(a) 



r*.0 = Ä. 



Das erste Kepler'sche Gesetz ist ein specieller Fall 
eines allgemeinen Satzes, der als das Princip der Flächen be- 
zeichnet wird. Dieser Satz lautet: Geht die Kraft, unter deren 
JBmfluss der Körper seine Bewegung ausführt, von einem festen 
Punkte auSj so wächst die vom Radius vector beschriebene Fläche 
mit constanter Geschwindigkeit Das erste Kepler'sche Gesetz 
gilt demnach fiir alle Centralkräfte. 

Die Winkelgeschwindigkeit ist nach (a) umgekehrt pro- 
portional dem Quadrate des Abstandes des Planeten von der 
Sonne. 
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Die Geschwindigkeit des Planeten in P sei v. SN=p 
ist das Loth von S auf die in P an die Bahn gelegte Tangente. 

Es sei PQ =i dsy so ist der Inhalt des Sector PSQ gleich 
\pds == \pvdt. Andererseits ist derselbe gleich \r^dQ = 
\k,dL Demnach wird pvdt^ kdt oder pv = k, d. h. die 
Geichwindigkeiten des Planeten an verschiedenen Punkten der 
Bahn verhalten sich umgehehrt wie die Abstände der Tangenten 
in jenen Punkten van der Sonne, dem Anziehungscentnan, 

£ PC sQi die elliptische 
Bahn des Planeten (Fig. 16). 
Im Brennpunkt S befinde 
sich die Sonne. Der andere 
Brennpunkt sei F, Die 
grosse Axe sei BC =^2a. 
SA sei ein willkürlich ange- 
nommener Radius vector, 
welcher mit der grossen Fig. le. 

Axe den Winkel a bildet. 

Wir setzen SP^r, ^ASP^O. Da PP+PÄ=2a ist, 
so wird PF= 2 a — r und demnach 

(2a - r)2 = 4a«e« + r« + 4a<?rcos(0 - a), 

wenn mit e die numerische Excentricität bezeichnet wird, also 
FS=z2ae ist. Aus der vorigen Gleichung erhalten wir 

(b) l/r = [l +ecos(0-a)]/a(l-e«), 

als die Bahngleichung in Polarcoordinaten. Nach Gleichung (a) 
wird /^r*.rf0= \k.Tj wenn die Integration längs der 
ganzen Bahn erstreckt wird und T die ümlaufszeit ist. Das 
Integral stellt die Ellipsenfläche a.b.n dar, wenn b die kleine 
Äxe ist. Es wird also 

2nab = k.T 
sein. Berücksichtigt man, dass a*==b^ + a^e^ ist^ so erhält man 




(c) 2na^yr--7^=^kT 

und ferner 

Nach dem dritten Kepler'schen Gesetze ist T^/a^ fÄr 
Yerschiedene Planeten constant, es muss also auch 
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(d) ^ = *»/«(! -0 = 4jr*aVr* 
constant sein. 

Die Geschwindigkeit v kann in folgender Weise ermittelt 
werden. S {Fig. 16) sei der Anfangspunkt eines rechtwinkligen 
Coordinatensystems, SA die ar-Axe. Es ist x = rcos0 und 
y = r sin und femer r* = x* + y*. Durch die Werthe 

(e) i = j* cos — r sin . ; y = r sin + r cos . 
erhält man 

(f) v^ = f^ + r^0K 

Setzt man hier den Werth für r0 ein, welcher sich aus 
den Gleichungen (a) und (b)ergiebt, und fllr f den durch Differen- 
tiation der Gleichung (b) sich ergebenden Werth, so wird 

»« = (1 + 2<?co8(0 -a) + e^).k^/a^{l'-ey. 

Berücksichtigt man, dass 

1 + 2«cos(0 — a) + <?* = 2 (1 + ecos(0 — ä)) — (1 - <?*) 

ist, so ergiebt sich mit Hülfe von Gleichung (b) 

r2 = (2/r-l/a).ÄV«(l - O» 
oder durch EinftQirung der in (d) erklärten Grösse fi 

(g) v^^2(xlT^fxla, 

§ 10. Die allgemeine Hassenansiehung. 

Newton hat die Kraft zu ermitteln versucht, welche auf 
einen Planeten wirken muss, damit seine Bewegung nach den 
Kepler'schen Gesetzen erfolgt. Zur Bestimmung der Kraft 
benutzen wir die Gleichung (g) des § 9. Der Sonnenmittel- 
punkt sei der Anfangspunkt eines rechtwinkligen Coordinaten- 
systems, im Punkte (ar, y) befinde sich der Planet. Die Com- 
ponenten der unbekannten Kraft seien X und Y. Nach dem 
Satz von der kinetischen Energie (§ 5) ist 

Ist Vq die Geschwindigkeit in der Entfernung r^, so erhalten 
wir mit Hülfe der Gleichung § 9 (g) 

fi/r^fi/r^ ^ fXdx+ Ydy. 
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Ist Xdx + Ydy ein vollständiges Differential d<l^y so haben wir 

X=d0ldx = d{iAlr)dx und Y= d0 1 dy = dfjjil r) I dy. 
X= —(jLJr^.drjdx^ — jUx/r', r= — (ilr^.dTJdy^^ --fAy/r^. 

Die Kraft ß, mit welcher die Sonne auf den Planeten 
wirkte ist JZ = — fi Jr*, d. h. dem Quadrate des Äbstandes des 
Planeten von der Sonne umgekehrt proportional. Die Grösse (i 
hat nach der Gleichung § 9 (d)!:für alle Planeten denselben 
Werth. 

Zu diesem Resultate können wir auch von den allgemeinen 
Bewegungsgleichungen a? = X und p = Y aus gelangen. Die 
unbekannten Eraftcomponenten Xund Y sind durch die Strecken 
Pä und PB (Fig. 17) dargestellt und werden zerlegt in eine 




Fig. 17. 

Componente JZ nach der Richtung SP=:r und in eine zweite 
zu SP senkrechte Componente T, Es sei ^P5X=0. 
Dann ist 

Ä = Xcos + rsin 0, y = - Xsin + Fcos 0. 
Hit Hülfe der Gleichungen § 9 (e) erhält man 
(d) J2 = r-r6* und T=^ 2fÖ + rÖ ^ 1 / r.d{r^0) / dt 
Da aber nach dem ersten Kepler'schen Gesetze r*Ö = Const. 
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ist, 80 wird T=0. Die AnziehuTiffikraft ist abo nach der 
Sonne gerichtet Mit Hülfe der Gleichungen § 9 (a) und (b) wird 

(e) Ä= -äV«(1 -«')'•*= -j^/»-*- 

Wenden wir dieses Resultat auf die Bewegung des Mondes 
an, so ergiebt sich mit Rücksicht auf § 9 (d) 

Die Mondbahn ist näherungsweise ein Kreis, dessen Radius 
60,27 mal so gross ist wie der Erdradius. Setzen wir dem- 
entsprechend 

r = a = 4. 10». 60,27/2 Ä cm, 

so wird die Beschleunigung y des Mondes gegen die Erde 

;' = 4w«a/y«=8jr. 60,27. 10V2360 600» cm, 

da die Umlaufszeit des Mondes 27,322 Tage oder 2 360600 
Secunden beträgt. Demnach ist ;^ = 0,27183 cm. Befände 
sich der Mittelpunkt des Mondes im Abstände des Erdradius 
vom Erdmittelpunkt, so würde derselbe unter der Annahme, 
dass die Kraft umgekehrt proportional dem Quadrate der 
Entfernung ist, eine Beschleunigung gleich 0,27183. 60,27* ein 
= 987 cm erhalten. Dieser Werth stimmt so sehr mit dem- 
jenigen für die Beschleunigung an der Erdoberfläche überein, 
dass man zu der Annahme berechtigt ist, die Fallbewegung 
ist eine Wirkung derselben Kraft, nämlich der Massenanziehung, 
welche den Mond und die Planeten in ihren Bahnen erhält. 
Aus der Uebereinstimmung unserer Theorie mit der Beobach- 
tung ergiebt sich, dass das New ton 'sehe Gesetz wirklich für 
die Massenanziehung gültig ist. 

§ 11. Allg^emeine Maisenaiiciehung. 
(Fortsetzung.) 

Es soll jetzt im Gegensatz zu den vorigen Betrachtungen 
das Gesetz der Anziehung als bekannt vorausgesetzt und die 
Bahn des Planeten bestimmt werden, dessen Ort und Ge- 
schwindigkeit zur Zeit ^ = gegeben sind. S sei das Sonnen- 
centrum (Fig. 18), in A befinde sich der angezogene Körper 
zur Zeit ^ = und A C stelle die Geschwindigkeit v^ dar, deren 
Richtung mit der Verlängerung SA ^ r^ den Winkel CAD =(p 
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bildet Wenn die Beschleunigung, welche die Sonne dem 
Planeten ertheilt, gleich fi/r^ gesetzt wird, so erhalten wir 




bei Benutzung eines rechtwinkligen Coordinatensystems, dessen 
AnÜEüigspunkt sich in S befindet, nach § 10 (d) 

(a) (b) r^-rS^^ --(i/r^ und l / r .d{r^e)l dt ^ 0, 

weil die Anziehung nach dem Sonnencentrum gerichtet ist. Aus 

(b) folgt also, dass 

(c) r*0 = Ä 

ist, wo k eine Constante bedeutet. Diese Formel ergab sich 
aus dem ersten Kepler'schen Gesetze in § 9 (a). Da r© 
die zurBichtung von r senkrechte Componente der Geschwindig- 
keit ist, so erhält man für ^ = auch 

(d) Ä / ro = Vq sin (p. 

Mit Hülfe der Gleichung (c) erhält (a) die Form 

Wird diese Gleichung mit 2rdt multiplicirt, so ergiebt sich 

d{f*) + d{Plr^^2d{iilr) 

und durch Integration 

f2 + 1^21^.2 ^ 2/u/r + Const. 

In der Anfangslage -4 ist » = v^ und f = v^ cos y, also wird 
f&r f = 
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Vq^cos^(P + k^ I r^^ = 2 in I Tq + Const., 
woraus mit Hülfe von (d) folgt, dass 

v^> = 2 jti / r^j + Const. 
ist. Demnach haben wir 

(e) ^» = V-2^/r^ + 2iti/r-ÄVr*. 

Da die Geschwindigkeit v nach § 9 (f) allgemein durch 
ü« = r» + r« 0« 

ausgedrückt wird, so ist mit Berücksichtigung der Gleichungen 
(c) und (e) 

Diese Gleichung entspricht § 9 (g). 

Dasselbe Resultat kann auch aus dem Satze von der 
kinetischen Energie und Arbeit abgeleitet werden. Aus (e) 
ergiebt sich, dass 



(g) ^ = ± W-2iii/r, + 2iii/r- k^jr^ 

wo das obere Zeichen zu nehmen ist, wenn r gleichzeitig wächst 
oder abnimmt mit t Infolge von Gleichung (c) ist 



Ö = A/ 



a 



Da r und von t allein abhängen, so wird nach (c) und (g) 



Ä.rf(l/r)/d0=TyV-2^/r, + 2^/r-ÄV'-' 
sein. Dieses ist die Differentialgleichung der Bahn. Hieraas 
ergiebt sich, dass 



(h) d0 = rf(Ä/r-^/Ä)/q:yV-2it*/r,+^VÄ*-(*/^-W^)' 
ist. Wird m* = r^* — 2/u/rQ + jw*/ä* gesetzt, so ist 
= arc cos (Ä / tt r — ^ / M Ä) + a, 

wo a eine Constante ist. 

Die Gleichung der Bahn lautet demnach 

(i) l/'-^Cl +kulfACOs{e--a))l{Plfji). 

Hier kann u stets positiv genommen werden, da c^ willkürlich ist. 

Die Polargleichung der Kegelschnitte ist 
(k) l/r=(l +ecos(0-a))/a(l-tf«). 
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welche eine Ellipse , eine Parabel oder einen Hjperbelzweig 
darstellt jenachdem 

e < 1 , e = 1 oder e > 1 

ist. e = giebt die Gleichung des Kreises. Aus der Gleichung 
e = kulfjLj erhalten wir durch Einfuhrung des Werthes u 

(1) l-e'=={2filr,-v,>).k»lfA' 

Nähert sich ein Körper aus unendlicher Feme der Sonne auf 
den Abstand r^, so ist seine Geschwindigkeit v^ durch die 
folgende Gleichung bestimmt 

00 

Es wird also 

(m) ^»=1-(V-0.äV^^ 

Die Bahn wird demnach eine ElUipse, Parabel oder Hyperbel, 
jenachdem 

ist, d. h. die Bahn des Körpers wird eine Ellipse, Parabel 
oder Hyperbel jenachdem die lebendige Kraft, welche dem 
Planeten im ersten Augenblick ertheilt wird, zu klein ist, um 
ihn gegen die Sonnenanziehung ins unendliche zu treiben, oder 
gerade ausreicht dazu oder noch ein Ueberschuss vorhanden ist. 
Durch Vergleichung der Formeln (i) und (k) ergiebt sich, dass 

(n) a(l^^«) = ÄViti. 

Dies stimmt mit § 9 (d) überein. Aus (m) und (n) folgt 
femer, dass 

(o) /i= ±{v^^-v^^.a. 

Das obere Vorzeichen wird benutzt, wenn v^ > v^, das untere 
wenn v^ < v^ ist. 

Ln ersten Falle ergiebt sich aus (o), wenn der Werth fiir 
tj* eingesetzt wird. 

Diese Gleichung ergiebt in Verbindung mit (f) 

»* = 2jti/r — /u/a. 
Diese Gleichung stimmt mit § 9 (g) überein. 
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§ 12. Bm Potential eines HaBsensystems. 

Newton's Gravitationsgesetz ist im Vorhergehenden aus 
den Kepler' sehen Gesetzen unter der Voraassetznng abgeleitet 
worden, dass die anziehende Kraft vom Sonnenmittelpunkt 
ausgeht, also gleichsam die ganze Masse der Sonne im Sonnen- 
mittelpunkt concentrirt ist, und dass dasselbe bei den Planeten 
der Fall ist. Ohne weiteres konnte diese Annahme gemacht 
werden, wenn der Sonnenradius unendlich klein gegen die 
Planetenbahnen wäre; da dieses aber nicht der Fall ist, so 
muss nothwendig untersucht werden, mit welcher Kraft eine 
in einem gegebenen Baume vertheilte Masse auf einen Körper 
wirkt. Dieses Problem ist für die einfachsten Fälle schon 
von Newton selbst gelöst worden. Seine Untersuchungen und 
die anderer hervorragender Mathematiker haben zu Eesultaten 
geführt, die von grösster Bedeutung fbr die Physik und Mathe- 
matik sind. Die Methode der Behandlung solcher Probleme 
verdanken wir hauptsächlich Laplace, später haben Poisson, 
Green, Gauss u. A. die Theorie weiter entwickelt. 

In den Punkten Ä^ B^ C ... mögen sich die Massen m^, 
wig, W3 . . . befinden (Fig. 19); im Punkte P, dessen Coordinaten 

x^yyZ sind, sei die Massen- 

JUi _^p einheit concentrirt. Die Bjrafl, 

mit welcher die Masseneinheit 
von m^ angezogen wird, ist 
— fm^jr^^^ wo Tj der Ab- 
stand ÄP, und f eine von 
den Einheiten der Masse, 
Kraft und Länge abhängige 
Constante ist. A habe die 
Coordinaten 1^, ly^, fj. Die 
^. 1». Componenten Tj, 7^, Z^ der 

Kraft, mit welcher P von A 
angezogen wird, sind dann offenbar 

^1= -/''»i/V-(^-li)/''i ^-s. w. 
In derselben Weise werden die Componenten der von den 
übrigen Punkten B^ C u. s. w. ausgehenden Kräfte berechnet. 
Wird die Summe aller X-Componenten mit X bezeichnet, so ist 

(a) X=-r{m,{x-i,)/r,> + m,(x-i,)lr,^+ }. " 
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Man setze nun 

(b) ^'= wii/ Tj + »i, /rj + WI3 / Tj + 

Da aber 

imd also 

rj -ö Tj / ö a? = (a? — li) u. s. w. 
ist, so wird 

d rjdx =-m,{x- i,)lr,» -m,{x- |,)/V - 

und 

(c) X^f.dFjdx. 

In ganz gleicher Weise kann hergeleitet werden, dass 

(d) (e) Y^f.drjdy und Z^f.dFldz. 

Die durch die Gleichung (b) definirte Grösse F ist nach 
§ 7 cUu Potential des gegebenen Massensystems für den Punkt P. 
Ist das Potential gegeben, so bestimmen die Gleichungen (c), 
(d) und (e) die in den Richtungen der Coordinatenaxen wirken- 
den Kräfte. Da die Lage des Goordinatensystems aber will- 
kürlich ist, so ist durch F die in jeder Richtung wirkende 
Kraft gegeben. Dies ist bereits in § 7 gezeigt worden. Die 
in der Richtung s wirkende Kraft ist also 

dFlds^dFjdx.dxIds + dFIdy.dylds + dFjdz.dzjds. 

Die Arbeit Ä, welche die Kraft bei der Bewegung einer 
Masseneinheit längs einer willkürlich angenommenen Bahn 
leistet, ist durch 

Ä = f{Xdx + Ydy + Zdz) 

O 

gegeben, wo und s bezw. der Anfangs- und Endpunkt der 
Bahn sind. Werden für Z, T und Z die in den Formeln (c), 
(d) und (e) angegebenen Werthe eingeführt, und wird das Bahn- 
element, dessen Projectionen auf die Coordinatenaxen dx, dy 
dz sind, mit ds bezeichnet, so wird 

9 9 

Ä = ff(d rjdx.dxfds + d ridy.dylds'+ d Fjdz.dzlds) ds = ffdF 

und folglich 

(f) A^f{F.-K), 
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d. h. durchläuft der Körper eine geschlossene Bahn, so ist die 
von den Kräften geleistete Arbeit gleich Null (vergl. § 6 und 7). 
Lassen wir also einen Körper eine geschlossene Bahn unter 
dem Einflüsse der Schwerkraft durchlaufen, so ist die Arbeit, 
welche die Schwerkraft uns zur Fortbewegung des Körpers 
leistet, dem absoluten Werthe nach ebenso gross wie die 
Arbeit, welche wir entgegen der Schwerkraft leisten müssen, 
um den Körper zum Ausgangspunkt zurückzubringen. Ein 
Ueberschuss von Arbeit ist nicht vorhanden und daraus erhellt 
die Unmöglichkeit eines Perpetuum mobile, d. h. einer Vorrich- 
tung, welche fortgesetzt Arbeit aus nichts schafft. 

Wir haben angenommen, dass die vorhandenen Massen 
in Punkten concentrirt wären ; dieses findet jedoch in der Natur 
nicht statt. Die Masse ist mehr oder weniger continuirlich im 
Räume oder auf Flächen vertheilt. Ist die Masse gleichmässig 
im Räume vertheilt, so ist die in der Raumeinheit enthaltene 
Masse q die Dichte. Im anderen Falle sei im Punkte P des 
Raumes eine Kugel mit unendlich kleinem Radius construirt; 
das Verhältniss der in der Kugel enthaltenen Masse zu ihrem 
Volumen ist die Raumdichte q im Punkte P. Ist die Masse auf 
einer Fläche vertheilt, so ist die Flächendichte a im Punkte P 
definirt durch das Verhältniss der innerhalb eines Kreises mit 
unendlich kleinem Radius um den Punkt P liegenden Masse 
zur Fläche dieses Kreises. 

Die in der Raumeinheit enthaltene Masse sei q, so ent- 
hält das Raumelement d(o die Masse ^doo. Das Potential 
einer räumlich vertheilten Masse ist dann nach der Gleichung (b) 

(g) F=fffQdo,lr. 

Dieses Integral ist über den ganzen mit Masse erfüllten Raum 
zu erstrecken, r ist der Abstand zwischen dco imd der Massen- 
einheit in dem Punkte, für welchen das Potential bestimmt 
werden soll. 

Bisweilen ist es nöthig, die Masse in einer unendlich 
dünnen Schicht auf einer Fläche vertheilt zu denken. Die 
auf der Flächeneinheit befindliche Masse sei a, dann enthält 
das Flächenelement dS die Masse ndS, Das Potential nimmt 
die Form 

(h) r^ffadSJT an. 
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Die Bestimmnng des Potentials ist in den meisten Fällen 
nicht ohne weiteres zn bewerkstelligen; im nächsten Para- 
graphen sollen einige der einfachsten Fälle behandelt werden. 

§ 13. Beispiele der Bestimmung eines Potentials. 

Die Sonne wie die Planeten haben näherungsweise Kugel- 
gestalt. Unter dieser Voraussetzung kann das Potential der- 
selben leicht berechnet werden, wenn die Dichte q gegeben 
ist, und man annimmt, dass sie eine Fimction des Radius ist 
und also in concentrischen Schichten denselben Werth besitzt. 

1. Das Potential einer unendlich dünnen Kugelschale mit der 
Constanten Oberflächendichte g. 

ABB (Fig. 20) sei eine Kugel, deren Centrum C und 
deren Kadius R ist. Für den Punkt soll das Potential 
bestimmt werden. Man setze 

OC^r, ^OCB^^ und 0£:=u. 



so wird 



F= f2nJRsm<p ,Rd(p.a ju. 




Fig. 20. 

Da tt* = r* + Ä^ — 2 Ä r cos 9? und demnach udu = Rrsimpd^ 
ist, so nimmt das Integral die Form 

r=^ f2nRjr.udulu,G = 2nRGJr.fdu 

an. Liegt ausserhalb der Kugel, so wird 
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und liegt (/ innerhalb der Engel, so wird 

fdu = (Ä + r) - (Ä - r) = 2r. 

Bezeichnet man das Potential ausserhalb der Kugel mit Va, 
innerhalb der Engel mit T^ so wird 

(a) Fi^^nRa-, Fa^inR^alr. 

D(U Potential ist also im Inneren der Kugehchcde constant; in 
den Punkten ausserhalb der Kugelschale ist es umgekehrt proper- 
tmud dem Abstände vom Kugelcentrum. Das Potential ist dem- 
nach f&r den ganzen Raum durch zwei verschiedene Ausdrücke 
Va und Vi dargestellt. An der Oberfiiche zeigt das Ober- 
flächenpotential keine Unstetigkeit, denn für r = jB wird 

Ta = 7\- = 4 TT Ä (T. 

Dagegen zeigen die Differentialquotienten an der Oberfläche 
eine Unstetigkeit. Wir haben 

dFa/dr^ -inR^fflr^ und dVijdr^Q 

und also 

\draldr\^^=^4.na und [dVil dr\^^^Q. 

Eine unendlich dünne Eugelschale übt demnach auf die in 
ihrem Inneren liegenden Punkte keine Eraft aus. Die Engel 
wirkt allein auf äussere Punkte und zwar so, als wenn ihre 
ganze Masse im Centrum vereinigt wäre. Eine aus lauter 
homogenen concentrischen Schichten bestehende Vollkugel wirkt 
demnach auf einen äusseren Punkt so, als ob ihre ganze 
Masse im Centrum vereinigt wäre. Befindet sich der angezogene 
Punkt innerhalb der Masse einer Eugelschale, so wird derselbe 
nach dem Mittelpunkte von den Theilen angezogen, die inner- 
halb einer mit dem Abstände des Punktes vom Centrum als 
Radius beschriebenen concentrischen Eugelfläche liegen. Die 
ausserhalb der erwähnten Eugelfläche liegenden Theile üben 
keine Wirkung aus. 

2. Das Potential einer Vollkugel. 

Wir berechnen nun das Potential einer Vollkugel, deren 
Dichte Q constant ist. Für äussere Punkte wird 
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und ftr innere Punkte 

r Ä 

o r 

oder 

(J) Fi^2nQ{S*^^r^ 

Anch hier wird das Potential innerhalb und ausserhalb der 

Engel durch zwei verschiedene Ausdrücke Fi und F^ dargestellt, 

aber beide Werthe fiedlen an der Oberfläche zusammen, denn 

f ür r = J2 hat man fbr das Baumpotential 

F,= F,^^nB^Q. 

Die Function F, welche das Potential einer räumlich vertheilten 
Masse darstellt, ist demnach im ganzen Baume stetig. Die 
in Bezug auf r genommenen ersten Differentialquotienten sind 

(e) dFildr^ - J^r^p; dFajdr^ ^^nR^QJr^j 

und diese Werthe werden ebenfalls an der Oberfläche, wo 
r == R ist, einander gleich, sodass 

ldFildr^r^B=-[dF,ldr]r^E^-^neR. 

Die ersten Derivirten des Potentials einer räumlich vertheilten 
Masse erleiden demnach an der Oberfläche keine ünstetigkeit, 
sie smd überhaupt im ganzen Baume stetige Functionen. Da- 
gegen ändert sich die zweite Derivirte desselben Potentials 
im ganzen inneren und im ganzen äusseren Baume stetig, 
aber beim üebergange an der Eugelfläche findet ein Sprung 
statt Es hat nämlich d^Fjdr^ an der Oberfläche zwei 
Werthe, da 

Nach der Gleichung (e) ist die Kraft ausserhalb der Eugel 
verkehrt proportional dem Quadrate des Abstandes der Massen- 
einheit vom Mittelpunkt der Eugel. Dadurch wird die An- 
nahme gerechtfertigt, dass man die Planeten und die Sonne 
als Punkte behandelt, in denen die gesammte Masse derselben 
concentrirt ist. Im Inneren der Eugel ist dagegen die Ejraft 

ChrittiAnsen-MQller, Physik. 4 
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dem Abstände des angezogenen Punktes vom Centrum pro- 
portional. Bringt man die Gleichung (e) in die Form 

so sieht man, dass die Kraft von den Theilen herrührt, deren 
Abstand vom Centrum kleiner als r ist Allein dies gilt nur 
unter der über q gemachten Voraussetzung. Die Dichte o 
wird nach dem Centrum hin höchst wahrscheinlich wachsen, 
daher hat die Schwerkraft nicht an der Oberfläche ihren 
grössten Werth, sondern etwas unterhalb derselben. Dies 
stimmt mit den Resultaten der Versuche über die Schwiugungs- 
zeit eines Pendels in einem tiefen Schachte überein. 



3. Das Potential einer Kreisscheibe. 

A B (Fig. 21) sei eine Kreisscheibe mit constanter Ober- 
flächendichte 0-; ist das Centrum, und OP ist die Axe der 

Scheibe. Der Punkt P, für wel- 
chen das Potential bestimmt wer- 
den soll, liegt auf der Axe im Ab- 
stände X Yon der Scheibe. Das 
Potential V ist dann 

R 



wo JR der Radius der Scheibe ist, 
f] und u bezw. die Abstände eines 
Punktes der Scheibe von und P 
sind. Es ist 
Fig- 21. u^=.fji + xS 

also udu = fjdrj und demnach 
F=f2ndu.(T = 27t(T(p — x)f 
wenn p die Entfernung des Punktes P vom Scheibenrand ist. 
Wird X nach der einen Seite der Scheibe positiv gerechnet, 
so ist das Potential für negative Werthe von x 

r= 2n<T{p + x). 




Demnach ist 



(f) 



flira;>ö, F^ == 2n(T{p --x) 
6lrx<o, F^ = 2 7t(T{p +x). 
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Ist der Badius der Scheibe unendlich gross gegen x, so 
kann man 

F^ = C^2n(Tx und T, = C+2;r<rx 

setzen, wo C eine unendlich grosse Constante ist, da p un- 
endlich gross ist und a endlich bleibt. 



und 



Fürap>o ist dV^j dx =: --ina 
für X < ist d}\l dx =^ +2nG, 



Beim Burchgange durch die Fläche erfahrt also dVjdx, d. h, 
die Kraft j einen Sprung um ^na, 

4. jöflw Potential einer unendlich langen geraden Linie, 

Die Längeneinheit der Linie Ä B (Fig. 22) enthalte die 
Masse /a. C sei ein Punkt im Abstände a von ABj und 
CD sei das von C auf AB ge- 
fällte Loth. Das Potential V 
im Punkte C ist ^ 

r=2/(M/r)rfz 

o 
o 

r=2^iog(z7a+yi+z'v«^), 

wo 2* unendlich gross gegen a ß 
ist Demnach wird 



j^. fr=2|iiiog(2z7fl; 

1 =(7-|ulogaS 




wo C eine unendlich grosse Con- 
stante ist, wenn z' unendlich 
gross ist. Wir haben 

dFlda= ~2^/a, Fig. 22. 

i^h. die Kraft ist dem Abstände 

des betrachteten Punktes C von der geraden Linie umgekehrt 
proportional. 
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5. Bas Potential eines KreiscyUnders. 

Der Ereiscylinder habe die Oberflächendichte a. Durch 
d^n Punkt P, f&r welchen das Potential bestimmt werden soll, 
sei senkrecht zur Axe des Cylinders eine Ebene gelegt (Fig. 23). 




Fig. 28. 

R sei der Radios des Cylinderquerschnittes und r der Abstand 
des Punktes P vom Mittelpunkte des Querschnittes. Wir haben 
dann nach (k) 

r= C - 2 JB(r/rf01og(Ä* + r*- 2 Ar cos 6). 



Ist wiederum Va das Potential f&r einen äusseren Punkt, so wird 
(1) ?;= C-4«Äfflogr-2Ä<T/rfeiog(l-2aco8Ö + a«), 



Yto cc = S Ir < 1 ist. Betrachtet man, dass 

cos Ö = |(<?®< + <?-«') 
und also 

1 -2acosÖ + a2=:=(i _a^€><)(i _oj^-«i) 

ist, so ergiebt sich bei Benutzung der Beihe f&r den Logarithmus 

log(l - ae^i) = - ae^* - |a«^*®* - |a»«»«< - . . . 
log(l -a^-«<)= -«<?-«» -|aa«-2©<-|a3^-8€><__. 

für a < 1 

ff 

/c?©log(l -2acose + a^ = 0. 
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Alsdann wird 

(m) Fa^Cr --inRtFlogr 

und ebenso, wenn wir a^rjR setzen Tj = C— 4« Ä erlog 7?, 
wo C eine unendlich grosse Consiante ist 

Das Potential ist also im Inneren des Cjlinders constant, 
folglich ist die Kraft daselbst NuU. Ausserhalb des Cjlinders 
ist die Kraft durch 

(n) rfTa/rfr = -43rJ?<r/r 

gegeben, d. h. die Kraß ist dem Abstände des Punktes von der 
CyUnderctxe umgekehrt proportionaL 

§ 14. Das Qauss'sehe Theorem. Die Laplace-PolBson'sohe 

Oleiohung. 
ABF (Fig. 24) sei eine geschlossene Fläche, AB^dS 
ein Oberäächenelement derselben, und im Punkte innerhalb 




Fig. 24. 

der Fläche sei die Kasse m^ concentrirt. Auf dem Elemente 
</S sei in (7 die NcMrmale CE construirt. Die Verbindungs- 
linie OC sei r und die Normale CE schUesse mit der Ver- 
längerung Ton C den Winkel D CE =s ö ein. Das von m^ 
herrührende Potential in C sei T^, so ist V^=^m^jr. Die im 
Punkte C in der Richtung CE wirkende Kraft N^ ist 

N^^dV^ldn, 
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während die ganze in C wirkende Kraft m^jr^ ist, deren Rich- 
tung mit CO übereinstimmt. Wir haben 

(a) 3^1 = »ii / r^ . cos (tt — ö) = —m^/r^. cos ö. 

Beschreibt man um den Punkt als Mittelpunkt eine 
Eugel mit dem Radius Eins, so begrenzen die nach dem Um- 
fang von dS gezogenen Leitstrahlen auf dieser Einheitskugel 
ein Oberflächenelement von der Grösse 

(b) ^ö> = rf5.co8 0/r». 

Also ist nach (a) und (b) 

N^dS = — ?Wj /r*.cosörfÄ= — »ij dm 
und 

d F^ Idn.dS = ^m^dG}. 

Befinden sich innerhalb der geschlossenen Fläche noch weitere 
Massen m^, m^ u. s. w., so erhalten wir in gleicher Weise 

dF^ldn.dS = — m^do), dV^jdn,dS = — m^dtOj . . . 

'i» ^2> 's • • • seien die bezw. von den Massen m^, m,, m, . . . 
herrührenden Potentiale im Punkte C. Für das Gesammt- 
potential F im Punkte C haben wir 

und also 

d Fl dn.dS = — {m^ + m^ + m^ + .. .)da}. 

Bezeichnen wir die von der Fläche umschlossene Masse mit 
^'m, so liefert die Integration über die ganze Fläche 

(c) fdFldn.dS=^ ^An2m. 

d Fjdn ist die in der Richtung der Normale der Fläche S 
wirkende Kraft; dF jdn.dS bezeichnen wir als die Krafi- 
Strömung^ welche durch das Element dS hindurch geht. Dem- 
nach ist die ffesammte durch eine geschlossene endliche Fläche 
gehende Krafiströmung gleich der Summe der innerhalb der Fläche 
enthaltenen wirksamen Massen muUiplicirt mit —in. Wird dem- 
nach die gesammte wirkende Masse von der Fläche einge- 
schlossen, und ist für alle Punkte der Oberfläche dF/dn ge- 
geben, so kann durch (c) die Summe der Massen bestimmt 
werden. 

Der in (c) ausgesprochene Satz gilt auch dann, wenn 
wirkende Masse ausserhalb der geschlossenen Fläche liegt. Im 
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Punkte 0' (Fig. 25) ausserhalb der Fläche ÄBB'Ä' sei die 
Masse m Torhanden. Auf der um 0' gelegten Einheitskugel 
sei das Oberflächenelement dm angenommen; die durch die 
Begrenzung desselben von 0' gezogenen Leitstrahlen begrenzen 
auf der geschlossenen Fläche die Oberflächenelemente ÄB = d8 
und A'B' = d8\ Die in AB imd A'B' nach aussen errich- 
teten Normalen seien bezw. n und n\ und in der Richtung 




Fig. 25. 

derselben wirken die Kräfte: dV'jdn imd dV'jdnj wenn 
mit V das von m' herrührende Potential bezeichnet wird. 
Werden die Winkel, welche die nach aussen gerichteten Nor- 
malen der Fläche mit dem Yon 0' aus gezogenen Leitstrahl 
bilden, bezw. mit und 0' bezeichnet und wird 0' A == r, 
0' A' =: r gesetzt, so ist 

d V'ldn = m7r2.cos(;r- 0); d V j dn ^ m' jr^GO^in - 0'), 
rf5.cos(ji- 0) = r2da); rfS'cos 0' = r'».if ö), 

Qud also 

dridn.dS+dr/dn'.dS' = 0, 

Wir haben also 

d) fdr/dn.dS^O, 
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wenn das Integral über die ganze Fläche erstreckt wird. Die 
van einem Punkte ausserhalb einer geschlossenen Fläche ausgehende 
und die Fläche durchsetzende KrafistrSmung ist gleich Null Der 
Werth des Integrales ist also unabhängig yon den Massen, die 
sich ausserhalb der Fläche befinden. Es ist 

(e) fdF/dn.dS^ -4^Jtf', 

wenn 8 eine geschlossene Fläche ist, F das Potential, n die 
nach aussen gerichtete Normale und Jif die Summe aller inner- 
halb der Fläche befindlichen Massen. Dieses Theorem rührt 
Yon Gauss her. 

Die Gleichung (e) kann noch in eine andere Form ge- 
bracht werden. Wir haben 

dFIdn^dFjdx.dxjdn + dFjdy.dyldn + dFldz.dzIdn 

und setzen dx I dn = l, dy I dn^ fA^ dz j dn^v, wo Ä, fi 
und 9 die Cosinus der Winkel sind, welche die Normale der 
Fläche mit den Axen bildet. Dann ergiebt sich 

dFldn^lX+fuT+^Z. 

X, Y und Z sind die Eraffccomponenten und / soll gleich 1 ge- 
setzt werden. Nach dem Theorem von Gauss ist sodann 

(f) /(^i+ YfA + Zp)dS^ -4 9rJ[f. 

Der Punkt (Fig. 26) habe die Coordinaten x,y, z; Ox, 
Oy und Oz seien den Coordinatenaxen parallel und 00' sei 
ein Parallelepipedon, dessen Kanten den Axen parallel sind. 
Die in wirkende Kraft habe die Componenten X, Y, Z. Die 
Gomponenten der Kraft in Äy dessen Coordinaten x + dx^y^z 
sind, werden X+dX/dx.dx, Y+dYldx.dx, Z+dZ/dx.dx. 
Wir wenden das Theorem von Gauss auf die Oberfläche des 
Parallelepipeds an. Die an der Oberfläche OA' wirkende 
Normalkraft ist gleich —X, die an der Fläche AO' wirkende 
ist + X + dXjdx.dx. Ebenso ist die an OÄ' wirkende 
Normalkraft gleich — Y und die an BO' wirkende gleich 
Y+ dY/dy.dy. Aehnliches gilt flir die z-Coordinate. Wir 
haben also 

fdFldn.d8 = fff[^Xdydz + {X+dXldx.dx)dydz] 

4-[- Ydxdz + {Y+dYldy.dy)dzdx] 

+ [-'Zdxdy + {Z+dZldz.dz)dxdy], 
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fdridn.dS=^fff{dXldx + dYldy + dZldz)dxdydz. 

In dem betrachteten Baumelemente 00' sei die Masse M von 
der Dichte q vorhanden , sodass M=s gdxdydz. Dann wird 
nach (e) 

(g) dX/dx + dY/dy + dZIdz^ -4»(>, 

oder 

(h) d^rjdx^ + d^rjdy^ + d^F/dz* + AnQ = 0. 

Wegen der häufigen Anwendung dieser Gleichung in der 
mathematischen Physik brauchen wir ftlr die Summe der ersten 




Fig. 26. 

Ableitungen einer Function f nach den drei Coordinaten das 
Zeichen 

Vf=dfldx + dfldy + dfldz 
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und Air die Summe der zweiten Ableitungen nach denselben 
Variablen das Zeichen 

V V= ö*// dx^ + ÖY/ öy* + ey/ dz\ 

Die Gleichung (h) lautet dann in dieser Bezeichnung 

(i) V*^+4;r() = 0. 

Mit Hülfe dieser Gleichung, die zuerst von Poisson auf- 
gestellt ist, kann man die Dichte bestimmen, wenn das Potential 
bekannt ist. Befindet sich keine Masse in dem betrachteten 
Räume, d. h. ist ^ = 0, so wird 

(k) d^Vjdx^ + d^Vjdy^ + d^Vjdz^ = v*^= 0. 

Diese Gleichung ist zuerst von Laplace abgeleitet worden. 
Sie ergiebt sich auf einem kürzeren Wege in folgender Weise. 
Wir gehen aus von 

wo I, ^ und ^ Constante sind und finden dann 

ö(l/r)/öx=-(a:-|)/r», ö^l/r)/öa:>= - l/r» + 3(a:-|)Vr^ 

Analoge Ausdrücke gelten für ö*(l/r)/öy» und ^^(l/rj/öz^. 
Addirt man die rechten und die linken Seiten dieser Gleichungen, 
so wird 

d\l jr) I dx^ + d\l Ir) I dy^ + d\l Ir) I dz^ = 0. 

Da das Potential V=^JSmjr [§ 12(b)] ist, so haben wir demnach 

Die Gleichung von Poisson kann auch noch auf folgende 
Weise gefunden werden. Die Dichte im Punkte P des Raumes 
sei p. Man beschreibt mit dem unendlich kleinen Radius B 
eine Kugel, welche den Punkt P umgiebt. Die Dichte im 
Inneren der Kugel sei constant. Das Potential V im Punkte P 
besteht aus zwei Theilen Vi und T«; T« rührt von der Masse 
her, die ausserhalb der Kugelfläche mit dem Radius R hegt, 
und Vi von der Masse innerhalb der Kugelfläche. Man hat dann 

V^Va+Vi. 

Liegt P im Abstände r vom Kugelmittelpunkt, so hat man 
nach § 13 (d) 

(k') r, = 2;r(>(i?2-ir^; V^ V, + 2nQ[R^ ^ \r\ 



Allgemeine Bewegungslehre. 59 

Haben der Kngelmittelpunkt und P bezw. die Goordinaten |, 
r/. f und a;, y, z, so ist 

Durcb Differentiation nach o; ergiebt sich 

ö(r2)/ö«=2{x-|) und d^{r^ldx^^2, 
also wird 

und nach der Gleichung (k') 

Ta ist aber das Potential, welches von Massen herrührt, die 
ausserhalb der betrachteten Kugel liegen, und es ist daher 

V*^a = und v^r+4jrp = 0. 

Dieses ist aber die G-leichung von Poisson. 

An den Stellen des Raumes, wo q unendlich gross ist, 
verÜert die Poisson 'sehe Gleichung ihre Bedeutung. In diesem 
Falle gehen wir zur Grundgleichung (e) zurück. Es sei z. B. 
die Masse auf einer Fläche S mit der Oberflächendichte a aus- 
gebreitet. Auf einem Elemente dS werden die Normalen Vi 
und Va auf beiden Seiten von S construirt. Ueber dem Elemente 
(IS denken wir uns zu beiden Seiten der Fläche gerade Cylin- 
der mit den Höhen dvi und dva construirt; die Seitenlinien 
dieser Cylinder sind Kraftlinien. Auf den von den Cylindem 
gebildeten Raum wenden wir die Gleichung (e) an und erhalten 

dVijdvi.dS + draldva.dS^ -^AnadS, 

wo Vi und Va die Werthe des Potentials auf beiden Seiten der 
Fläche sind. Wir haben demnach 
fl) dFildvi + dFaldva + 4n(T = 0. 

Diese Gleichung findet in der Electricitätslehre Anwendung. 
Durch Vergleichung der Formeln (e) und (h) ergiebt sich 
die Relation 

N /// V ' Vdx dy dz ^ffdridn. dS, 

wenn berücksichtigt wird, dass 

M^ fffQdxdydz 
ist. Das dreifache Integral in (m) muss über den von der 
Flache 8 begrenzten Raum erstreckt werden, das zweite Integral 



60 Krater Abschnitt. 

über die Fläche S. Dieser Satz lässt sich auch durch theil- 
weise Integration beweisen. 

§ 15. Beispiele far die Anwendung der Oleichnngen von 
Laplace und PoiBion. 

Das Potential F im Punkte x, y, z ist eine Function der 
drei Ortscoordinaten und hat nach den früheren Betrachtungen 
in der Begel die Form 

(a) r= ///(, di dfi dCl^ix - D» + (y - 1?)* + (r - f j"S 

wo die Dichte p im Punkte (|, rj, f) eine Function der Co- 
ordinaten ist. 

Wir können aber auch die Differentialgleichung 

(b) V^^+4!;rp = Ü 

zum Ausgangspunkt der Bestimmung des Potentials nehmeu; 
dadurch erhalten wir oft auf einem bequemeren Wege das 
gesuchte Resultat, q soll als Function von Xf y und z gegeben 
sein. Das Integral von (b) ist durch (a) gegeben, wir werden 
aber oft T durch directe Integration der Poisson'schen 
Oleichimg bequemer finden können. 

Bei den Lösungen der Aufgaben über das Potential sind 
besonders die Grenzbedingungen zu berücksichtigen, welche 
zur Bestimmung der Functionen dienen, die mittelst Integra- 
tionen erhalten werden. Es sollen die Bedingungsgleichungen 
aufgestellt werden, welchen das Potential Vi innerhalb einer 
geschlossenen Fläche & und das Potential Va ausserhalb der- 
selben genügen müssen, wenn die Fläche 8 alle vorhandene 
Masse von der Dichte q einschliesst, und ausserhalb der Fläche 5 
sich gar keine Masse befindet. Wir wenden auf den von <S 
umschlossenen Baum die Poisson'sche Gleichung an, und es 
ist also 

(c) V*ri + 4^p = 0. 
Ausserhalb der Fläche 8 haben wir 

(d) v*r« = o. 

Ist ein willkürlicher Punkt innerhalb Ä, P ein Punkt 
ausserhalb 8 und wird OT^r gesetzt, so ist, wenn r sehr 
grosse Werthe annimmt, 

(e) r^^M\T. 
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wo M die ganze von S nmBchloasene Maaee aogiebt Demnach 
wird fftr r = 00 das Potential T, = und 

;f) lim(rraV = « =Jf, 

d. h. das Prodnkt rVa nähert sich, wenn der Punkt P in das 

Unendliche rückt, dem endlichen Grenzwerthe M. 

Sind Pj und P^ zwei Punkte, die auf verschiedenen Seiten 
der Fläche S einander unendlich nahe liegen, so muss das 
Potential in beiden Punkten gleich gross sein, es ist also 
längs der ganzen Fläche 8 

(g) V, = Ja. 

Der über V gezogene Strich soll andeuten, dass der Werth 
von V an der Fläche 8 selbst betrachtet ist 

Aus § 14 (1) folgt femer, dass für die Punkte der Ober- 
Üäche, wo o" = ist, 

Ih) dTildv^dTa/dvy 

wenn ir = — ff, == t/^ die Normale von 8 bezeichnet Das Potential 

ist dabei überall endlich. 

Hierbei ist vorausgesetzt, dass q nirgend unendlich ist. 
Für die Stellen, wo (> = cx) wird, erhält man andere Bedingungs- 
gleichungen, die leicht aus dem Vorhergehenden abgeleitet 
werden können. Ist z. B. a die Oberflächendichte auf einer 
Fläche 8, in der q also unendlich gross ist, und ist (> = 
für alle übrigen Punkte im Baume, so hat man nach der 
früheren Bezeichnung 

V*ri = und v*ra = 0, 
aber 

(i) Ti^K, Wildv^ + Waldva + ^na^Q 

für alle Punkte der Oberfläche 8. 

Hiernach soll das Potential bestimmt werden, wenn die 
Dichte Q innerhalb einer Eugel mit dem Badius R constant 
ist Ausserhalb der Kugel soll p = sein. Vi ist das Potential 
innerhalb, T. ausserhalb der Kugel. Dann wird 

Es ist aber 

dridx^dVIdr.xjr, 

d^rida^ = d^Fldr^.x^lr* + dFldrAlr^dFldr.x*lr\ 
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Solche Gleichungen gelten auch Air die Ableitungen Ton V 
nach den Variablen y und z. Wir haben dann 

Da aber 
d{rF)ldr==rdFldr+r\mid\rF)ldr*=-rd*ridr*+2dFldr. 

so wird 

(1) y^F=\lr.d\rF)ldr\ 

Die Differentialgleichungen, denen Fi und Fa genügen müssen, 
sind also 

(m) d^{rF{)jdr^ + ^nQr^O, d*{rFa) /dr^ ^ 0. 

Hieraus erhält man durch Integration 

rFi + ^ngr^^ Cr + C und T« = C; + (7//^ 

Für r = C30 ist Fa = 0, also wird T« = C^'/r. 

Da Fi nicht flir r = unendlich sein kann, so ist C = 
und demnach 

Fi + ^nQr^=^C. 

Da die Kraft eine stetige Function der Coordinaten ist, also 
längs der ganzen Oberfläche 

dFildr^dFaldr 
wird, so haben wir für r == Ä auch 

Es ist aber Cj'= ^jrpÄ', demnach 

(n) Fa^^nR^QJr. 

Da r< = Fa für r = Ä ist, so wird C=2nR^Q und also 

(0) Fi = 2nQ{R^^\r% 

Diese Formeln stimmen mit § 13 (c) und (d) überein. 

Ist das Potential vom Abstände des betrachteten Punktes 
von einer geraden Linie abhängig, so wird diese zur z-Axe 
eines rechtwinkligen Coordinatensystemes gewählt. Der Abstand 
des Punktes, filr welchen das Potential bestimmt werden soll. 
von der z-Axe sei r. Es ist dann r' = i:' + y* und femer 

dFIdx^dF/dr.xlr; 
d^Fldx* = x^lr\d^Fldr^+ l/r .dF/ dr ^ x^/rKdFI dr 
u. s. w. Also wird 
(p) \7*F^d^Fldr^+ \jr.dFldr= \jr.d{rdFjdr)ldr, 
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Haben wir einen unendlich langen Ereiscylinder mit dem 
Radius R und der Oberflächendichte a, so ist^ wenn die 
Cylinderaxe znr r-Axe genommen wird, 

(q) V*^i = und ^^Va^O 

und zugleich für r = Ä 

(r) ^=Fa, dFaldr^dFildr^ ^47i<T, 

Aus den Gleichungen (p) und (q) folgt 

d{rdFi/dr)ldr = und d{rdFa/dr)ldr = 0. 
Demnach ist 

dFildr=CJr und dFaldr=CJr, 
f;.= 6\logr + C/ und /; = ^^logr + C,'. 

Cj muss gleich Null sein, da in den Punkten der Cylinderaxe 
keine Erait wirkt. Für r = Ä ist femer 

Nach der Gleichung (r) ist 

C7, = - 4nli(T 
und also 

^4 = (7,'-4 7rÄ<rlogÄ; T« = (7,' - 4;rÄ<rlogr. 

Diese Gleichungen stimmen mit den in § 13 (m) gegebenen 
überein. 

§ 16. Action und Eeaction. Aufbau der Körper aus 
Molecülen und Atomen. 

Im Vorhergehenden ist die Bewegung eines Körpers unter 
dem Einfluss gegebener Kräfte behandelt worden; über den 
Ursprung der Kräfte ist dagegen bis jetzt nichts erwähnt. 
Ein Körper, auf welchen keine Kräfte wirken, bewegt sich 
nach dem Satze Yom Beharrungsyermögen in gerader Richtung 
mit constanter Geschwindigkeit fort. Eine Veränderung in der 
Bew^ung kann nur durch eine äussere Ursache hervorgebracht 
werden. Die Erfahrung lehrt, dass ein Körper in der Nähe 
eines anderen seine Bewegung ändert, und wir müssen daher 
annehmen, dass in der Wechselwirkung der Körper auf ein- 
ander der Grund fär Bewegungsänderungen zu suchen ist. 
Zunächst ist die Wechselwirkung zwischen zwei Körpern zu 
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betrachten; dadurch erhalten wir die Mittel zur Untersuchung 
des allgemeinen Falles, in welchem drei oder mehrere Körper 
auf einander wirken. Die Wechselwirkung kann eine yer- 
Bchiedene sein. Stossen zwei Körper zusammen, so ändern sie 
ihre Bewegung, ebenso wenn die Körper an einander hingleiten. 
In beiden Fällen hat eine Berührung stattgefunden. Oft wirken 
auch die Körper auf einander, ohne dass sie sich berühren, 
so zieht z. B. ein Magnet ein Stück Eisen oder ein Stüdc ge- 
riebenen Bernsteines eine Feder an. Den ersten ernstlichen 
Versuch, diese Wechselwirkungen oder sogen. Fernewirkungen 
zu erklären, verdanken wir Descartes, der von der An- 
nahme ausging, dass der ganze Raum mit kleinsten in Be- 
wegung begriffenen Theilchen angefüllt wäre, durch deren Stoss 
gegen die sichtbaren Körper, die beobachteten Bewegungen 
entstehen. 

Demnach würde es eine Hauptaufgabe der Physiker sein, 
die Gesetze des Stosses aufzufinden. Descartes hat dies 
auch versucht, allein ohne Erfolg. Erst am Schlüsse des 
17. Jahrhunderts fanden fast zu derselben Zeit Huygens, 
Wallis und Wren diese Gesetze. Eine in Bewegung be- 
griffene Kugel vermag eine ruhende in Bewegung zu versetzen; 
die bewegte Kugel hat also in sich eine bestimmte Energie. 
Der Stoss sei ein centraler, d. h. die Bewegungsrichtung falle 
mit der Verbindungslinie der Kugelmittelpunkte zusammen. 
Eine Kugel von Eisen wirkt auf die ruhende Kugel stärker 
als eine gleich grosse mit derselben Geschwindigkeit sich be- 
wegende Holzkugel. Von zwei gleich grossen Kugeln aus der- 
selben Masse wirkt diejenige stärker, welche die grössere Ge- 
schwindigkeit hat. Die Kraft, welche die bewegte Kugel in 
sich hat, wächst demnach in gleichem Verhältniss sowohl mit 
der Masse als auch mit der Geschwindigkeit derselben. Das 
Product aus der Masse und der Geschwindigkeit eines Körpers 
giebt ein Maass ftir die dem Körper innewohnende Kraft und 
wird als Bewegungsmenge oder Bewegungsquantität bezeichnet 

Das Hauptresultat, zu welchem Huygens, Wallis u. A. 
gelangten, war folgendes: Stossen zwei Körper zusammen, so 
erhalten sie beide gleich grosse Bewegungsmengen in entgegen- 
gesetzten Richtungen, oder sie wirken auf einander mit gleich 
grossen aber entgegengesetzt gerichteten Kräften. Die Wirkuny 
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und die Gegenwirkung sind also gleich gross und entgegengesetzt 
gerichtet. 

Dieser Satz ist einer der wichtigsten in der Natnrlehre 
und wir untersuchen, mit welchem Rechte wir ihn aufstellen. 
Er ist zuerst aus den Beobachtungen über den Stoss abge- 
leitet, ohne dass dabei ersichtlich ist, in wie weit er für andere 
Wechselwirkungen zwischen Körpern gelten muss. Newton 
erkannte zuerst in dem Satze ein allgemeines Naturgesetz, 
welches immer dann Anwendung findet, wenn Körper auf 
einander einwirken. Durch sorgfältige Versuche über den Zu- 
sammenstoss verschiedener Körper (Stahl, Glas, Wolle, Kork) 
hat er gefunden, dass die Wirkung und Gegenwirkung gleich 
gross sind, wenn Bücksicht auf den Elinfluss der Luft ge- 
nommen wird. Um zu untersuchen, ob dasselbe Gesetz auch 
bei Femwirkungen gilt, liess er einen Magneten und ein Stück 
Eisen je auf einem Stück Kork auf dem Wasser schwimmen. 
Das Eisen und der Magnet näherten sich einander und blieben 
nach dem Zusammenstoss in Ruhe, also waren die Kräfte, mit 
welchen sich Magnet und Eisen gegenseitig anzogen, entgegen- 
gesetzt gerichtet und gleich. Dass bei Anziehung oder Ab- 
stossung zwischen zwei Körpern die Action und Reaction gleich 
sind, zeigte er femer noch durch folgende Ueberlegung. Sind 
zwei Körper, die auf einander einwirken, fest mit einander 
verbunden, so müssten sie beide, wenn die Action und Reaction 
nicht gleich gross wären, sich in der Richtung bewegen, in 
welcher die grössere Kraft wirkt; dieses widerspricht indessen 
dem Trägheitsgesetze. 

Nach Newton ist dieses Gesetz auf mannigfache Weise 
bestätigt worden und für die Richtigkeit desselben haben viele 
Entdeckungen in der Physik neue Beweise geliefert. Das Gesetz, 
dessen allgemeine Gültigkeit nicht bezweifelt werden kann, hat 
selbst in manchen Fällen zu neuen Entdeckungen gefuhrt. 

Die einfachste Vorstellung über den Bau der Körper ist 
diejenige, nach welcher die Körper aus discreten Massentheilen 
zusammengesetzt sind, für deren Wechselwirkung das Gesetz 
von Action und Reaction ebenfalls gilt. Von dieser Anschauung 
ausgehend hat Newton die Wirkung der Schwerkraft be- 
rechnet Die Schwerkraft ist eine Function des Abstandes; 
ihre Stärke ist also bei unverändertem Abstände dieselbe. 

Chriitian.sen-Mflller, Physik. 5 
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Auch auf anderen Gebieten hat jene Vorstellung vom Bau der 
Körper zu wichtigen Resultaten geführt. Indessen lassen sich 
in manchen Fällen die Verhältnisse noch nicht übersehen. 
Die Chemie lehrt uns, dass die Körper aus Molecülen bestehen, 
welche selbst Gruppen von kleineren Massentheilen oder Atomen 
sein können. Diese Molecüle haben sicher einen sehr zu- 
sammengesetzten Bau und die Wechselwirkungen zwischen 
ihnen müssen daher, besonders wenn ihre Abstände gross zu 
ihren Dimensionen sind, sehr complicirter Natur sein. Darüber 
wissen wir bis jetzt sehr wenig. Wir werden uns im Folgen- 
den auf die Betrachtungen der Bewegungen von Theilchen be- 
schränken, die auf einander mit Kräften wirken, welche allein 
Functionen der gegenseitigen Abstände der Massentheile sind. 

§ 17. Der Schwerpunkt. 

Auf alle Theile eines Körpers wirkt die Schwerkraft; die 
Richtung derselben kann fiir alle Theile desselben Körpers 
als parallel betrachtet werden. Die Wirkungen der Schwer- 
kraft auf alle Massentheilchen eines Körpers können zu einer 
Resultirenden zusammengesetzt werden, deren Angri£fspunkt 
im Schwerpunkte liegt. Ist der Schwerpunkt mit dem Körper 
fest verbunden und unterstützt, so bleibt der Körper in jeder 
Lage im Gleichgewicht. Da die Schwerkraft der Masse pro- 
portional ist, so ist der Schwerpunkt identisch mit dem Massen- 
mittelpunkt Die im Schwerpunkte angreifende Resultirende ist 
das Gewicht des Körpers, Der geradlinige zweiarmige Hebel 
ist im Gleichgewicht, wenn man in seinem Schwerpunkte eine 
seinem Gewichte gleiche Kraft in entgegengesetzter Richtung 
wirken lässt; die Theilchen auf der einen Seite des Schwer- 
punktes tragen ihres Gewichtes wegen ebenso stark zur Um- 
drehung bei wie die Theilchen auf der anderen Seite. 

In den Punkten Ä und B (Fig. 27) befinden sich die 
Massen m^ und m,, welche die Geschwindigkeiten ÄÄ und 
Bff haben. Der Punkt C werde auf der Verbindungslinie 
AB so bestimmt, dass m^AC = m^B C ist. Dann heisst C 
der Schwerpunkt der beiden Massen m^ und m^. Wird der 
Punkt C" auf der Verbindungslinie AB' so bestimmt, dass 
wij Ä C = m^B C ist, so kann C C als die Geschwindigkeit des 
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SchtDerpunktes betrachtet werden. Sind A D und B E gleich gross 
und parallel zu CC\ so kann die Geschwindigkeit ÄÄ der 
Masse m^ in die Componenten AB und BÄ zerlegt werden. 
In derselben Weise wird die Geschwindigkeit B B' in die 
Componenten BE und EB' zerlegt. Da nun 

ist, so sind die Dreiecke Ä C B und B C E ähnlich und die 
Seiten ^'i> und ^'JS^ 
sind parallel. Femerist 

m^fm^ = ffEjÄB. 

Die Geschwindigkeit der 
Massen kann betrachtet 
werden als zusammen- 
gesetzt aus der Ge- 
schwindigkeit des ge- 
meinschaftlichen 
Schwerpunktes und 
aus zwei Geschwindig- 
keiten v^ und ^2, die parallel gerichtet und umgekehrt pro- 
portional mit den Massen sind, also 

Stellen also o a und o b (Fig. 28) die Geschwindigkeiten der 
Massen m^ und m^ dar und wird a b durch den Punkt c in die 
Theile a c und b c zerlegt, die sich umgekehrt 
wie die Massen verhalten, so stellt oc die Ge- 
schwindigkeit des Schwerpunktes dar, und c a 
und cb sind die Geschwindigkeiten der Massen 
TOj und m, in Bezug auf den Schwerpunkt. 
Die Zerlegung der Geschwindigkeit ist aus- 
gefiihrt, weil durch die äusseren Kräfte allein 
die Geschwindigkeit des Schwerpunktes ge- 
ändert wird. 

Werden die Bewegungsmengen zerlegt und 
zusammengesetzt wie Kräfte, so ist nach Fig. 28 
die Bewegungsmenge des Schwerpunktes, in dem beide Massen 
vereinigt gedacht sind, gleich der Resultante der Bewegungs- 
mengen der einzelnen Massen m^ und m^. Die Bewegungs- 




Fig. 28. 
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menge m^.öa wird in m^öc + m^cä zerlegt, und die Bewegungs- 
menge m^ob wird in m^öc + m^cb zerlegt. Es sind aber m^ ca 
und m^ cb gleich gross, aber der Richtung nach entgegengesetzt. 
Demnach bleibt als Bewegungsmenge 

wij de + wij öc = {jn^ + wij) öc. 

Die Geschwindigkeit des Schwerpunktes bleibt unverändert, 
wenn die Körper m^ und m, nach dem Gesetze der Action und 
Beaction auf einander wirken. In diesem Falle erhalten beide 
Körper in derselben Zeit gleiche aber entgegengesetzt ge- 
richtete Bewegungsmengen, welche sich einander aufheben. 
Analytisch kann dieses folgendermaassen hergeleitet werden. 
Haben die Massenpunkte m^ und m,, deren Verbindungslinie 
zur x-Axe genommen wird, die Coordinaten x^ und rr,, und 
sind die x-Componenten der Kräfte, mit welchen die Massen 
auf einander wirken, X^ und J¥^, so gelten die Bewegungs- 
gleichungen 

(a) »ij x^ = Xj und m^ x^ = Xg . 
Daraus folgt durch Addition 

(b) d^{m^x^ + m^x^jdt^^X^ + X^. 

Da X^ und X^ von der gegenseitigen Einwirkung der Massen 
auf einander herrühren, so sind sie gleich, aber der Bichtung 
nach entgegengesetzt, also ist 

Xj + X3 = 0. 
Setzen wir 

(c) ' Uli Xj + TWj ar^ = (iwi + m,)|, 

so ist 

1 = 0, I = Const. 

Der durch die |-Coordinate bestimmte Punkt bewegt sich 
demnach mit constanter Geschwindigkeit |. | ist die x-Coor- 
dinate des Schwerpunktes, weil 

"h (^1 - I) = »«2 (I - ^2) 
ist. DiflFerenziiren wir in der Gleichung (c) nach tj so wird 

Daraus ergiebt sich, dass die Bewegungsmenge des Schwerpunktes 
gleich der Stimme der Betcegungsmengen der einzelnen Massen ist 
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Nach dem Newton'schen Gesetze wirken zwei Massen 
m^ und m^ auf einander mit einer Kraft —ffn^m^j r^, wo r 
der Abstand der beiden Massen ist. Die Bewegung kann in 
folgender Weise bestimmt werden. Die Geschwindigkeit des 
Schwerpunktes und die Geschwindigkeiten der Massen in Bezug 
auf den Schwerpunkt werden aus den Geschwindigkeiten der 
Massen bestimmt. Die letzteren wirken mit Kräften auf 
einander, die nach dem Schwerpunkte gerichtet sind, und diesen 
kann man deshalb als den anziehenden Punkt betrachten. Ist 
fj der Abstand der Masse m^ vom Schwerpunkt, so ist 

und also 

Demnach erhalten wir flir die wirkende Kraft den Ausdruck 

m^ bewegt sich also um den Schwerpunkt, wie wenn von diesem 
die Kraft ausgeht und in ihm sich eine anziehende Masse 
M^ = m^^ lipii + wig)* befindet. 

§ 18. Ein materielleB System. 

Wir betrachten nun ein System von einander getrennten 
Massen im leeren Baume, die auf einander mit Kräften wirken, 
die nur Functionen des Abstandes der Massen sind, und dem Ge- 
setze von Action und Reaction Genüge leisten. Die Kräfte, welche 
in solcher Wei^e im System wirken, heissen innere Kräfte. Auf 
das System können auch äussere Kräfte wirken, die von Körpern 
herrühren, welche nicht dem Systeme angehören. Die Massen 
werden mit m^,m^, m^ u. s. w. bezeichnet, und die Oerter der 
Massen sind durch die Coordinaten x, y, z mit zugehörigem 
Index bestimmt. Wir können den Ort des Massensystems 
dadurch bestimmen, dass wir die einzelnen Massen in Massen- 
einheiten uns aufgelöst denken; die Mittelwerthe |, t;, f der 
^>y> ^-Coordinaten werden dann 

(a) I = (Wi Xj + wij arg + wij OTj + . . .)/K + ^ + • » •) 
u. 8. w. 1, 17, f sind die Coordinaten des Schwerpunktes des Massen- 
Systems. Wird in den Gleichungen (a) nach der Zeit t diflferenzürt, 
80 zeigt sich, dass die Geschwindigkeit des Schwerpunktes in 
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einfacher Weise von den Geschwindigkeiten der Massentheilchen 
abhängt. Es ist nämlich 

(b) I = (mj fj + w, :r3 + iWgij + . . O/K + m, + WI3 + . . .) 
u. s. w. 

Die inneren .Kräfte können die Bewegung des Schwer- 
punktes nicht verändern y da nach dem Satze der Acüon 
und Beaction zwei Massen sich gegenseitig entgegengesetzt 
gleiche Bewegungsmengen ertheil^n, deren Projectionen also 
auf eine beliebige Axe die Summe Null ergeben. 

Geometrisch wird dieses folgendermaassen ausgedrückt. 
Von einem willkürlich gewählten Punkte (Fig. 29) aus werden 
die Linien Oa, Od, Oc u. s. w. gezogen, 
welche der Richtung und Grösse nach 
die Geschwindigkeiten der Massen m^^ 
m^, m^n, s. w. darstellen. Sind dann in 
den Punkten a, d, c u. s. w. bezw. die 
Massen m^ , m^ , m^ u. s. w. angebracht 
und ist p der Schwerpunkt der Massen, 
so ist Op die Geschwindigkeit des Schwer- 
punktes. 

Zur Bestimmung der Bewegung des 
einzelnen Massentheilchens muss man die 
auf dasselbe wirkenden Kräfte kennen. 
Werden die Componenten der äusseren 
auf die Masse rria wirkenden Kräfte mit 
Xa, Ta7 Za bezeichnet, ist Faj^ die Kraft, mit welcher m« von 
m^ angezogen wird, und ist femer Tab der Abstand derselben 
zwei Massen, so ist die a:-Componente der auf »1« wirkenden 
Kräfte 

Aehnliche Ausdrücke erhält man ftli* m^, m« u. s. w. 
nach ist 




Fig. 29. 



Dem- 



(C) ma'Xa = -fa + ^«6 • (^a - ^fr) / Tah + ^ac* (^« - ^c) /^ac + • • • 

u. s. w. Da nach dem Gesetze von Wirkung und Gegen- 
wirkung 

u. s. w., 80 wird 
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^ ^ I = X« + Xj + . . . = ^x. 

Führen wir mtn. die Coordinaten des Schwerpunktes ein, so 
wird mit Rücksicht auf die Gleichung (a) 

(m« + mt + wie + ...)!== ^a + -^6 + Xe +.. . 

oder 

i^Sm^JSX. 

Diese Gleichung enthält das Gesetz der Bewegung des Schwer^ 
punktes, welches aussagt: Der Schwerpunkt des Massensystems 
bewegt sich wie ein materieller Punkte in dem die sämmtlichen 
Massen des Systems und die Angriffspunkte aller Kräfie ver- 
einigt sind. 

Aus den Bewegupgsmengen der einzelnen Massen des 
Systems wird die Bewegungsmenge des ganzen Systems zu- 
sammengesetzt. Von einem Punkte (Fig. 30) aus wird 
OA = maVa gezogen und zwar parallel der 
Richtung der Geschwindigkeit r«. In der- 
«^elben Weise werden 

AB = mi,vi,y B C = m^Vc 
u. s. w. construirt. Man gelangt bei Berück- 
sichtigung aller Massentheilchen zu einem 
Punkte jD. Die Strecke D stellt dann die 
Bewegungsmenge des Systems dar. Die Sum- 
men der Projectionen der Bewegungsmengen 
auf die Coordinatenaxen sind 

-S'wi,x„ JSm,i/„ ^^m.i,. 
Diese sind nach der Gleichung (b) den Com- Fig. 30. 

ponenten der Bewegungsmenge des Schwer- 
punktes gleich. In einem Zeitelement dt wird die Bewegung 
der einzelnen Theile durch die Einwirkung der Kräfte ver- 
ändert; indessen ändern die inneren Kräfte nicht die Be- 
wegungsmenge, denn die Resultante der Bewegungsmengen, 
welche diese Kraft» hervorbringen, ist Null in Folge des Ge- 
setzes der Action und Reaction. Dagegen ändern die äusseren 
Kräfte die Bewegungsmenge. Eine Kraft K bringt in dem 
Zeitelement rf^ die Bewegungsmenge X.dt hervor. Werden 
auf diese Weise alle Bewegungsmengen, welche die äusseren 




72 Erater Abschnitt 

Kräfte hervorbringen, bestimmt und mit den ursprünglich ge- 
gebenen zusammengesetzt; so ergiebt sich die vorhandene Bd- 
wegungsmenge. Dieses geht auch aus der Gleichung (d) hervor, 
welcher wir die Form 

(f) dimaXa + m^ij, + m,X, + ...) = {^a + Xft + Z, + . . .)dt 

geben können. 

W. R. Hamilton hat für die Grössen, welche eine Richtung 
haben und wie Bewegungen, Geschwindigkeiten, Kräfte u. s. w. 
zusammengesetzt werden, die Bezeichnung Fector eingefährt. 
Die Summe der Vectoren ist die Resultante derselben. Be- 
trachtet man die Bewegungsmengen und Kräfte als Vectoren. 
80 ist der Zuwachs der Bewegungsgrösse, den ein System in 
der Zeit dt erhält, gleich dem Producte der Resultante der 
äusseren Kräfte und der Zeit dt Da die Bewegungsmenge 
des Systems gleich der Bewegungsmenge des Schwerpunktes 
ist, so gilt der ausgesprochene Satz auch flir die letztere. 

§ 19. Bas Moment der Bewegnngsmenge. 

Die Masse m im Punkte Ä (Fig. 31) bewege sich in der 
Richtung A B mit der Geschwindigkeit r, ihre Bewegungsmenge 
ist dann mv, Ist ein willkürlich angenommener, fester 
Punkt, OC = p eine Linie, die senkrecht 
auf AB steht, so heisst das Product mvp 
das Moment der Bewegungsmenge in Bezug 
auf 0, Der Werth des Momentes ist von 
der Lage des Punktes abhängig. Er- 
richtet man auf der durch und A B be- 
A stimmten Ebene in das Loth und trägt 
auf diesem von aus eine Strecke ab, 
deren Länge mvp proportional ist, so heisst 
der auf diese Weise bestimmte Vector das 
Fig. 31. Moment der Bewegungsmenge. Dieser Vector 

soll so construirt werden, dass er parallel 
der Richtung des Daumens ist, wenn die rechte Hand in der 
Richtung C liegt und die innere Handfläche nach der Rich- 
tung der Kraft liegt. 

Auf dieselbe Weise können alle den Theilen des Systems 
entsprechenden Vectoren bestimmt und nach der in Fig. 30 
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angegebenen Methode zusammengesetzt werden. Wirken weder 
äussere noch innere Kräfte auf die Theile des Systems, so 
ist das Moment der Bewegungsgrösse des ganzen Systems un- 
veränderlich, da die einzelnen Momente unverändert bleiben. 
Das Moment der Bewegungsmenge des Systems wird auch 
nicht durch die inneren Kräfte verändert. Sind z. B. Ä und B 
(Fig. 32) zwei Massen m^ und m,, die sich mit der Kraft A' 
abstossen, so erhält A dabei in der Zeit dt die Bewegungs- 
menge K.dt in der Richtung Ä A\ und 
B dieselbe Menge in entgegengesetzter i^ 

Eichtang. Die Momente der Bewegungs- 
grössen von A und B heben sich also 
auf. Dagegen wird das Moment der 
Bewegungsgrösse im allgemeinen durch ^ 
die äusseren Kräfte verändert. Ausser 
dem oben besprochenen Falle wird die 
Summe der Momente der Bewegungs- 
grossen auch dann constant bleiben, 
wenn die Bichtimgen der sämmtlichen \^ 

äusseren Ejräfte beständig durch den Fig. 32. 

festen Punkt gehen. 

Werden demnach die Bewegungsmomente und die Momente 
der äusseren Kräfte als Yectoren au%efasst, so ist der Zuwachs 
des Momentes der Bewegungsgrösse des Systems in der Zeit 
dt gleich der ßesultante der 
Momente der äusseren Kräfte 
multipUcirt mit dt. 

Analytisch lässt sich dieses 
folgendermaassen darstellen. Ein 
Massentheilchenm, das sich in A 
(Fig. 33) befindet, habe die Com- 
ponenten der Geschwindigkeit 

AB = x und AC = y, 
Die Richtung der ersteren hat 
von der x-Axe den Abstand y, ^ ^^ 

die Richtung der zweiten Com- 
ponente hat von der y-Axe den Abstand x. Die Momente 
der Bewegungsmenge in Bezug auf die z-Axe sind demnach 
mxy und myx. 
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Diese sind nach entgegengesetzten Seiten gerichtet, die Differenz 

mxy — my X 

ist das Moment der Bewegungsgrösse von m in Bezug anf 
die z-Axe. Dieses Moment erfährt in der Zeit dt den Zuwachs 

md[xy — y:r) = m[xTJ -- yx)dt 

Demnach ist 

(a) 2m{xy^yx)^2{xY^yX) 
oder 

(b) d:Sm{x-g'-'yx)^dt2[xY-yX) 

d. h. der ZuwcLchs^ welchen das in Bezug auf eine beliebige 
Axe genommene Moment der Beioegungsgr'össe in der Zeit dt 
erfährty ist gleich dem Producte aus der Summe der Momente 
der äusseren Kräfte in Bezug auf dieselbe Axe und dem Zeit- 
element dt 

§ 20. Sie Energie eines Massensyitems. 

Bewegt sich ein Massentheilchen m mit der Geschwindig- 
keit V = ds I dty so ist die kinetische Energie desselben 
nach § 5 

\mv^ = \m{ds I dt)* = ^mP. 

Da ds* r= dx* + dy* + dz^ ist, so ist die kinetische Energie 
des Massentheilchens m 

\mv* = \m{x* + y* + z*). 

Darch die Geschwindigkeiten der einzelnen Massentheil- 
chen des Systems ist die kinetische Energie des Systems be- 
stimmt. Dieselbe wird durch 

T=\.2i:m{x* + y* + z*) 

ausgedrückt. Sind x, y, z die Coordinaten eines Massen- 
theilchens, I, f], f die Coordinaten des Schwerpunktes, so sind 

x^i = x, y-f]=y\ Z'-^^z 

die Coordinaten des Massentheilchens in Bezug auf den Schwer- 
punkt. Man erhält dann 

2:mx* = JS'wid + xY = t^m + JSmx* + 2^2mx' u. s. w. 
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In Folge von § 18 (a) ist -S'mar' = 0, wenn der Schwer- 
punkt zum Goordinatenanfangspunkt gewählt wird. Dann ist 

Bie kinetische Energie des Systems ist gleich der Summe der 
kinetischen Energie der Schwerjmnktsbewegung und der kinetischen 
Energie der relativen Bewegung der Massentheilchen in Bezug 
auf den Schwerpunkt 

Der Zuwachs der kinetischen Energie des Systems im 
Zeitelement dt ist gleich der während derselben Zeit von den 
Kräften geleisteten Arbeit. Diese zerfällt in zwei Theile, 
nämlich in die Arbeit der äusseren und in die der inneren 
Kräfte. Bezeichnet man die Componenten der Bewegimg des 
Massentheilchens in Bezug auf die Axen mit dx, dy und dzy 
so ist die von den äusseren Kräften geleistete Arbeit 

JS{Xdx + Ydy + Zdz). 

Ist r der Abstand zweier Massentheilchen und wirkt 
zwischen denselben die abstossende Kraft F, so ist die von den 
inneren Kräften geleistete Arbeit ^Fdr, sofern mit dr ein 
Zuwachs von r bezeichnet wird. Demnach ist also 

rfT = :S{Xdx + Ydy + Zdz) + JSFdr. 

Ist die Kraft, mit welcher die Massen auf einander wirken, 
nur eine Function des Abstandes r, so kann man Fdr = d^ 
setzen, wo nur eine Function von r ist. Ist nun 2d(l> = dUy 
so erhält man 

(d) dT==:S{Xdx + Ydy + Zdz) + dU. 

Die Function U ist allein von den Abständen der Massen- 
theilchen von einander oder von der Configuration des Systems 
der Massentheilchen abhängig. U ist das Potential des Systems 
auf sich selber oder die innere potentielle Energie des Systems, 
U giebt femer die Arbeit an, welche von den Kräften geleistet 
wird, wenn die Massentheilchen von ihrer augenblicklichen 
Stellung in solche Lagen sich bewegen, in welchen die gegen- 
seitige Einwirkung Null ist. 

Wirken die gegebenen Massen z. B. auf einander nach 
dem Newton 'sehen Gesetze, so ist 

F=: —fm^m^/r^ und also 
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Fdr = — fm^ m^dr I r^ = + fd{m^ m^ j r). 

Sind mehrere Massen »ij, mg, m^.., vorhanden, deren Ab- 
stände von einander bezw. r^,, r^, r^, . . . sind, so ist 

(e) dU = fd{m^m^lr^^ + m^rn^jr^^ + ^%rn^lr^z + • • •)• 

Geht das System von einer Stellung zu einer anderen 
über, so wird die von den inneren Kräften geleistete Arbeit 
allein durch die Anfangs- und Endlage der Massentheilchen 
bestimmt ohne Kücksicht auf den zurückgelegten Weg. Wirken 
keine äusseren Kräfte, so ist 

(f) rfr= dV oder T- T^ = C^- U^. 

Nach den Betrachtungen des § 7 können wir aber U^ = 
setzen und erhalten dann 

d. h. die kinetische Energie des Systems ist gleich der m*- 
sprünglich vorhandenen kinetischen Energie T^ vermehrt um 
die von den Kräften geleistete Arbeit U. Bei einer Aende- 
rung der Lage der Massentheilchen zu einander findet bei 
Ausschluss von äusseren Kräften eine Verwandlung der einen 
Form der Energie in die andere statt, ohne dass die gesammte 
dem Systeme innewohnende Energie geändert wird, d. h. die 
Summe der kinetischen und potentiellen Energie des betrachteten 
Systems ist constant. 

§ 21. Gleichgewichtsbedingnngen. Peste Körper. 

Die Bedingungen fiir das Gleichgewicht eines Systems 
sollen entwickelt werden. Wenn die Stellimgen der einzelnen 
Massen in einem bestimmte» Augenblick gegeben sind und 
ausserdem die inneren und äusseren Kräfte, so ist das System 
im Gleichgewicht, wenn die Resultante aller auf ein jedes 
Massentheilchen wirkenden Kräfte Null ist. Sind die inneren 
Kräfte im Gleichgewicht, so erfährt das System keine Ver- 
änderung, solange keine äusseren Kräfte auf dasselbe wirken. 
Die letzteren werden in der Regel eine Bewegung hervor- 
bringen; aber es ist auch möglich, dass sie das Gleichgewicht 
des Systems im ganzen nicht stören, wenn auch die einzelnen 



Allgemeine Bewegungslehre. 



77 



Theile Bewegungen ausfuhren. Ist die Eesultante der äusseren 
Kräfte Null, so bleibt nach § 18 die Bewegung des Schwer- 
punktes unverändert; ist z. B. der Schwerpunkt in Ruhe, so 
bleibt er auch in Ruhe. Aber selbst wenn dieses auch der 
Fall ist, so können doch die äusseren Kräfte andere Be- 
wegungen der Massen herrorbringen; es kann die relative Lage 
der Theile zu einander geändert werden, oder es können Form- 
veränderungen oder Drehungen eintreten. Die Bedingungen 
für solche Veränderungen werden in der Elasticitätslehre und 
Hydrodynamik entwickelt, hier soll nur das Verhalten der 
festen Körper betrachtet werden. 

Die Massentheilchen dieser Körper befinden sich in Ab- 
ständen von einander, die ganz oder doch nahezu imveränder- 
lich sind. Ist die Lage dreier Massentheilchen des Körpers 
gegeben, so sind damit auch die Lagen aller anderen Massen- 
theilchen desselben gegeben und der Ort des Körpers ist be- 
stimmt. Ist der Körper (Fig. 34) aus seiner Stellung gebracht, 
sodass die Punkte A, B, G bezw. nach Ä' B' C' gelangt sind, 
so kann derselbe zu seiner ursprüng- 
lichen Lage zurückgeführt werden. 
Zunächst kann man den Körper 
parallel mit sich selbst um die 
Strecke ÄÄ' verschieben, sodass 
der Punkt Ä' nach Ä fällt, dabei 
gelange -ff' nach b und C nach c. 
Es sind C'c, B'b und Ä' Ä gleich 
gross und parallel. Der Körper 
wird sodann um eine durch Ä 
gehende Axe, die auf der durch 
BA und bA bestimmten Ebene 
senkrecht steht, um den Winkel 
BAh so gedreht, dass b mit B 
zusammenfällt, aber c nach c' ge- 
langt. Durch eine zweite Drehung 

nm die Axe AB fallt c mit C zusammen. Die Bewegung des 
Körpers ist also auf eine fortschreitende Bewegung und zwei 
Drehbewegungen zurückgeführt. Ein fester Körper kann also 
keine Bewegung ausführen, wenn er weder verschoben noch 
gedreht werden kann. 




Fig. 34. 
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Soll ein Körper unter der Einwirkung äusserer Kräfte im 
Gleichgewichte sein, so muss der Schwerpunkt in Ruhe bleiben, 
und dies ist der Fall, wenn die Resultante der äusseren Kräfte 
Null ist. Femer darf keine Drehung um irgend eine Axe 
erfolgen können. Findet eine solche statt, so erhalten die 
TheUchen eine gewisse Bewegungsmenge, die ein Moment in 
Bezug auf die Aze besitzt. Da alle einzelnen Bestandtheile 
in diesem Momente positiv sind, weil sich die Theile des Kör- 
pers nach derselben Seite hin bewegen, also die Bewegungs- 
mengen der einzelnen Massentheilchen dasselbe Vorzeichen 
haben, so kann die Summe der Bewegungsmengen nur ver- 
schwinden, wenn jede einzelne derselben Null ist. Aber die 
Summe der Momente der Bewegungsmengen ist nach § 19 
gleich dem Producte aus dem Momente der Kraft und der Zeit, 
während welcher die Kraft gewirkt hat. Zum Gleichgewicht 
ist demnach erforderlich, dass die Kräfte kein Moment in 
Bezug auf die Axe haben. Dasselbe muss für jede Aze gelten, 
um die der Körper sich drehen kann. Ist nämlich das Mo- 
ment der Kräfte gleich Null, so ist auch die Summe der Be- 
wegungsmomente gleich Null, also ist das Bewegungsmoment 
eines jeden Theilchenp gleich Null, d. h. jeder Theü ist im 
Gleichgewicht. Da die Momente indessen wie Kräfte zusammen- 
gesetzt werden können, so genügt es, dass die Momente in 
Bezug auf drei willkürliche Axen Null sind. 



§ 22. Sotation eines festen Körpers. PendeL 

Ein fester Körper drehe sich um eine unveränderliche 
Axe, die zur z-Axe des rechtwinkligen Coordinatensystems ge- 
wählt wird. Die Winkelgeschwindigkeit des Körpers sei co, 
Ist r der Abstand irgend eines Massentheilchens m des Körpers 
von der z-Axe, so ist die Geschwindigkeit dieses Theilchens 
reo und die kinetische Energie \mr^(o^. Da co für alle 
Massentheilchen denselben Werth hat, so ist die kinetische 
Energie T gleich 

^mr^ heisst das Trägheitsmoment J des Körpers in Bezug auf 
die z-Axe; das Trägheitsmoment ist gleich der Sunmie der 
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Producte der Massentheilchen in die Quadrate der Abstände 
derselben von der z-Axe. Demnach ist 

d. h. eUe kinetische Energie eines rotirenden Körpers ist gleich 
dem Trägheitsmoment desselben mulüpUcirt mit dem halben Quadrat 
der Winkelgeschwindigkeit 

Sind nur solche äusseren Kräfte vorhanden, welche die 
Axe in ihrer Stellung erhalten, so ist die Arbeit derselben 
Null, da die Axe sich nicht bewegt. Da die inneren Kräfte 
auch keine Arbeit leisten, so muss die kinetische Elnei^ie und 
also auch die Winkelgeschwindigkeit fo constant bleiben. 

Da nach § 18 der Schwerpunkt sich bewegt, wie wenn 
die Besultirende aller Kräfte auf die im Schwerpunkte ange- 
brachte Masse des Körpers wirkte, so kann diese Besultirende R 
bestimmt werden. Bezeichnen wir den Abstand OP (Fig. 35) 
des Schwerpunktes von der z-Axe 
mit a, so ist nach § 4 

(b) R = 2ma^(o^la^ 2ma(o\ 

R ist also die Besultirende der 
Kräfte, mit welchen der Körper auf 
die Umdrehungsaxe wirkt. Doch 
werden diese Kräfte im allgemeinen 
so wirken, dass sie keine wirkliche 
Besultirende haben; sie suchen dann 
eine Drehung der Botationsaxe her- 
Torzubringen. Zur Bestimmung 
dieser Kräfte muss der Satz § 19 über die Momente der Be- 
wegungsmenge benutzt werden. 

Wirken äussere Kräfte auf den Körper, so ändert sich 
die Winkelgeschwindigkeit desselben. Wir bestimmen die 
Aenderung derselben nach § 19. Ein Massentheilchen m habe 
die Bewegungsmenge mreo, deren Moment mrcor ist. Dem- 
nach ist das Moment für alle Theilchen des Körpers gleich 

0) -2*711 r* = (dJ. 
Wird das Moment der Kräfte in Bezug auf die z-Axe mit M 
bezeichnet, so ist nach § 19 

d{oi}J) =2 Mdt oder 

(c) Jdto/dt^M. 




Fig. 35. 
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Ist das Moment z. B. constant, so wächst die Winkel- 
geschwindigkeit proportional mit der Zeit. 

Eührt das Moment von der Schwerkraft her, so fahrt der 
Körper unter gewissen Bedingungen eine schwingende Be- 
wegung aus. Die Schwerkraft sei parallel der jr-Axe gerichtet 
und wirke auf eine Masseneinheit mit der Stärke g. Die Lage 
des Schwerpunktes P (Fig. 35) sei durch den Winkel PO J= Ö 
bestimmt. Es ist cf = o) dt Das Moment der Kraft in Bezug 
auf die z-Axe ist dann 

wo ri die y-Coordinate des Schwerpunktes ist und 2 m die 
Summe aller Massen bedeutet. Da iy = asin0 ist, so ergiebt 
sich aus (c) 

•7.0= — «sin 0.^-5" wi. 

Ist sehr klein, so wird 

(d) 0= ^aßgJSmlJ. 

Vergleichen wir diese Beziehung mit der in § 8 (g) gegebenen, 
so werden beide identisch, wenn 

Die Schwingungsdauer des körperlichen Pendels wird also 

(e) t==^nyTJg ==n^J/ga2m. 

Da /= -5'wi(ar* + y^ + z^, so ergiebt sich bei Verlegung 
des Coordinatenanfangspunktes in den Schwerpunkt (|, i?, C\ 
wenn x', y', z' die Coordinaten in Bezug auf letzteren sind, 

f /= JS-mjCx' + 1)^ + (y' + fjy + (z' + C)'\ = 2ma^ 
^^ l . +^m(x'^+y'*+z'2), 

da die Glieder ^2mxj fiJSmy imd ^2mz verschwinden. 
Wird nun /= a^2m + h?2m gesetzt, wo A der Gyrations- 
radius ist, so ergiebt sich aus (e) 



(g) t^n^i{a^^k'^\ga. 

l ist die reducirte PendeUänge und zwar wird 

Wird durch und P die Linie OS=l (Fig. 35) gezogen, so 
ist S der Schwingungsmittelpunkt Schwingt der Körper um eine 
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durch S gehende Axe, die der z-Axe parallel ist, so wird die 
reducirte Pendellänge /' 

■ r=((/-a)2 + Ä2)/(/-a). 

Da aber l^ a — k^/a ist, so erhält man /' = (a* + Ä*)/a. 
Die reducirte Pendellänge ist also unverändert und gleichfalls 
die Schwingungsdauer. 
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Elasticitätstheorie. 

§ 23. Innere Kräfte. 

Sind alle Theüe eines Körpers im Gleichgewichte und 
wirken weder Zug- noch Druckkräfte auf denselben, so müssen 
doch zwischen den einzelnen Theilen des Körpers innere Kräfte 
thätig sein. Jede Einwirkung ruft Formveränderungen des 
Körpers hervor, durch welche sich im Inneren des Körpers 
Kräfte entwickeln, die in entgegengesetztem Sinne wirken wie 
die äusseren Kräfte. Die inneren Kräfte bedingen die Be- 
schaffenheit des Körpers, wie den unterschied zwischen den 
festen und flüssigen Körpern, zwischen denen sich freilich 
keine scharfe Grenze ziehen lässt. Eine Zwischenstufe zwischen 
den festen und flüssigen Körpern bilden die zähflüssigen und 
gallertartigen Körper. 

Wirkt auf die Oberfläche einer Flüssigkeit ein Druck, so 
mnss dieser Druck an allen Punkten auf gleiche Flächen der 
Oberfläche gleich gross sein und auf der Oberfläche senkrecht 
stehen, wenn sich die Flüssigkeit im Gleichgewicht befinden soll. 
Der Druck pflanzt sich durch die ganze Masse fort; alle gleich 
grossen Flächenelemente in einem Punkte erleiden gleichen 
Druck, der stets senkrecht zu den Flächenelementen steht. 
Einen solchen Druck nennen wir hydrostatischen Druck. Das- 
selbe gilt für den Druck in Gasen. Auch in den festen Kör- 

Cbristianseii'HQller, Physik. 6 
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pem kann ein solcher Druck vorhanden sein. Befindet sich ein 
fester Körper, z. B. eine Glasmasse, die massiv ist oder deren 
Hohlräume mit dem äusseren Räume in Verbindung stehen, 
in einer Flüssigkeit, auf welche ein Druck ausgeübt wird, so 
herrscht in der Glasmasse überall derselbe Druck wie in der 
Flüssigkeit. Der Druck ist auch im Glase überall gleich gross 
und steht senkrecht zu den Flächenelementen. Man kann also 
auch vom hydrostatischen Drucke in einem festen Körper 
sprechen. 

Im allgemeinen sind indess die inneren Kräfte in festen 
Körpern sehr verschieden von denen in Flüssigkeiten. Eine 
cylindrische Stange sei am einen Ende befestigt, am anderen 
Ende suche eine Kraft V die Stange auszudehnen. In einem 
zur Cylinderaxe senkrechten Schnitt sind die inneren Kräfte 
überall gleich gross. Die Schnittfläche sei Ä (Fig. 36], dann 
wirkt auf die Flächeneinheit von A die Kraft Vj A. Dieser 
Quotient giebt die Spannung 8 in der Stange an. 
Wird durch die Stange ein zweiter ebener Schnitt 
B gelegt, der mit A den Winkel (f bildet, so 
wirkt auf jede Flächeneinheit von B eine Kraft S\ 
/^ sodass S.A=:S\B=S. Bcos (p und demnach 

—j4 (a) 6" = 5cos9? 

ist. Die Spannung Ä' steht nicht mehr senkrecht 
zu derjenigen Fläche B, auf welche sie wirkt; 
ihre Grösse nimmt ab mit cos (p und sie ver- 
schwindet für (p = \n. Ein Flächenelement, 
I welches im Inneren des Cylinders der Axe des- 

[V selben parallel ist, erfährt also keinen Druck 

Fig. 38. oder Zug; dasselbe gilt für ein Oberflächen- 
element des Cylinders. S' kann in zwei Com- 
ponenten zerlegt werden, von denen die eine T tangential, 
die andere N normal zu B wirkt. Wir haben dann 

(h) N^ Scos^tfj T=^ Scostpsiacp. 

Sind in einem Körper die inneren Kräfte von der betrachteten 
Art, so kann man die Spannungen axial nennen. In der 
Sichtung der Axe ist die Spannung S, aber auf die Flächen- 
einheit, deren Normale mit der Axe den Winkel (p bildet, 
wirkt eine Kraft Scostp in der Richtung der Axe. 
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Wir betrachten ein rechtwinkliges Parallelepiped (Fig. 37); 
OA, OB und OC sind drei zusammenstossende Kanten. Auf 
jede Flächeneinheit der Endflächen, die senkrecht zu OA, OB 
und OC sind, wirken bezw. die Zugkräfte S^, Sj,, Sc. Die 
Normale einer beliebig gelegenen 
Flacheneinheit / bilde mit den Kan- 
ten OA, OB, OC bezw, die Winkel 
tt, ß,y, dann ist die auf /"wirkende 
Kraft die Resultirende der Kräfte 

5a cos a, Sftcos/?, ScCosy, 

welche bezw. parallel OA, OB, OC X- -j^t 

sind. Sind die Spannungen Ä«, 5^ 

und Sc gleich gross und zwar gleich Fig. 37. 

*S' 80 wird die Resultirende 
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iSycos^a + cos^/? + cos^;' = S. 

Drei gleiche Spannungen, deren Richtungen rechte Winkel 
mit einander bilden, rufen also eine hydrostatische Spannung 
hervor, da ihre Resultante unabhängig von der Richtung der 
Fläche stets denselben Werth annimmt. Diese Spannung ist 
senkrecht zur Flächeneinheit f, da ihre Componenten Scosa, 
Scosß, Scosy sind. 

Ist dagegen Sc = und Ä« = Sj = S, d. h. wirken zwei zu 
einander senkrechte Spannungen, während die dritte zu ihnen 
senkrechte Spannung Null ist, so sind die Componenten in den 
Richtungen OA, OB, OC bezw. 

Scoscc, Scosß, 0. 

Die auf f wirkende Kraft wird demnach 

Äycos*£^ + cos*/9 = Syi — cos^^' = Ä'sin;' 
und steht senkrecht auf OC. Ein solcher Spannungszustand 
in einem Körper kann etwa als äquatorialer bezeichnet werden. 
Die Ebene, welche OA und OB enthält, oder vielmehr jede 
diesen beiden Linien parallele Ebene, ist als Aequatorialebene 
zu betrachten. Auf jede Flächeneinheit, welche senkrecht 
zur Aequatorialebene ist, wirkt dieselbe Spannung S\ bildet 
die Normale der Fläche f mit der Aequatorialebene einen 
Winkel (p, so ist die Spannung proportional cos 9. 
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§ 24. IHe Spanrnrngsoomponenten. 

Eine Fläche F{Fig. 38) theile einen Körper in zwei Theile 
A und B. Wird von A der Theil weggenommen, welcher das 
Element dF der Fläche F berührt, so muss zur Erhaltung des 
Gleichgewichtes in B eine Kraft auf dF wirken. Diese Krafl 
SdF steht in der Regel nicht senkrecht auf cfjP, sondern bildet 
einen Winkel mit der Normale von dF. Die in den einzelnen 

Punkten von F wirkenden 
Kräfte sind im allgemeinen 
verschieden. Sucht die Krsit 
das Element dP in den von 
B erftUlten Raum zu be- 
wegen, so ist sie als Druck 
auf die Fläche dF aufzu- 
fassen; sucht dagegen die 
Kraft das Element dF in 
den von A erftlUten Raum 
zu bewegen, so ist sie als 
Zugkraft zu betrachten. In 
allen Fällen bezeichnen wir 
die Kraft 8 als Spannung \ 
wirkt dieselbe als Zug, so 
ist sie positive Spannung, 
wirkt sie als Druck, so ist 
sie negative Spannung, Wird der Theil von B fortgenommen, 
welcher dF berührt, so muss zur Erhaltung des Gleichgewichtes 
in A eine Kraft SdF auf dF wirken, da Wirkung und Gegen- 
wirkung gleich gross sind. Die beiden Kräfte, welche dem- 
nach auf ein Flächenelement im Inneren eines Körpers wirken, 
sind gleich gross aber entgegengesetzt gerichtet. Es ist 
charakteristisch ftLr die Spannung, dass sie als aus zwei gleich 
grossen und entgegengesetzt gerichteten Kräften bestehend 
angesehen werden muss. 

Das Flächenelement dF verbleibt zwar an derselben Stelle 
im Körper, wird aber um einen seiner Punkte gedreht, so 
entspricht jeder Stellung der Fläche eine bestimmte Span- 
nung; ftlr einzelne Stellungen kann die Spannung auch Null 
sein. Befindet sich die Fläche in einer Flüssigkeit, so ist die 




Fig. 38. 
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Spannung von der Lage der Fläche unabhängig. Wir nehmen 
in dem Körper ein rechtwinkliges Coordinatensystem an. Die 
Spannungen in den Flächenelementen , welche auf den Axen- 
richtungen senkrecht stehen, werden durch ihre Componenten 
bestimmt. 

Das Flächenelement dF stehe senkrecht auf der ar-Axe, 
und es sei dF = dy . dz. Wird der Theil des Körpers fort- 
genommen , welcher vom Flächenelement dydz aus nach der 
positiven Seite der x-Äxe liegt, so muss zur Erhaltung des 
Gleichgewichtes eine Kraft Sdy dz auf die Fläche dy dz wirken. 
Die Kraft S wird in die Componenten X^, T^, Z^ zerlegt, 
welche bezw. den Goordinatenaxen parallel sind, und zwar 
bezeichnet der Index, dass die Kräfte auf ein Element wirken, 
welches zur ar-Axe senkreckt steht. X^ ist senkrecht zum 
Flächenelement; es ist also als Normalkraft zu bezeichnen, 
während 1^ xmd Z^ Tangentialkräfie sind. Das Element dF 
bleibe an derselben Stelle, es soll aber gedreht werden, 
80 dass es senkrecht zur y-Axe liegt Wir setzen dement- 
sprechend dF = dz dx. Wie vorhin erhalten wir hier drei 
Componenten Z^, J^, Z^j von denen Y^ Normalkraft, dagegen 
Xy und Z^ Tangentialkräfte des Flächenelementes dz dx sind. 
Wird das Flächenelement dF so gedreht, dass es senkrecht zur 
r-Axe steht, so ergeben sich als Componenten X^j ^.^ ^,> von 
denen wiederum Z^ Normalkraft und X^ und Y^ Tangentialkräfte 
sind. Im ganzen erhalten wir die neun Componenten: 

AjB, XjBJ ^«; Xyy Yyj Zy\ A, , / , , Z, . 

Durch diese Componenten ist die Spannung an jeder 
Flache bestimmt. OA, OB^ OC (Fig. 39) sind drei Linien- 
elemente, welche bezw. der x^y, z- 
Axe parallel sind. Durch Ä, B und 
C wird eine Ebene gelegt, wodurch 
das Tetraöder OABC entsteht. P, 
Q und R seien die Componenten der 
Spannung in den Eichtungen der 
Goordinatenaxen in einem Punkte 
auf der Grundfläche ABC Ab% Tetra- Pig. 39. 

eders. Damit das Tetraeder sich 
nicht in der Richtung der or-Axe bewegt, muss folgende 
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Bedingungsgleichung gelten. In der Bichtung der x-Axe wirken 
die EräJFte P.ABC auf die Qrundfläche, 

^X,.OBC, -^Xy.OAC, -^X^.OAB 

auf die Eathetenflächen. Die £[raft, welche das Tetraeder in 
der Bichtung der x-Axe zu bewegen strebt, ist demnach 
P.ABC ^ X^.OBC ^ X^.OAC " X,.0 AB. 

Die Winkel, welche die vom Tetraeder nach aussen gezogene 
Normale der Fläche ABC mit den Axen bildet, seien cc, ß, y. 
dann ist die Kraft in der Bichtung der x-Axe 

(P — J^ cos a — Xy cos /? — Z, cos ;') . ABC. 

Wirken zunächst keine äussere anziehende oder abstossende 
Kräfte auf die Theile des Körpers, so lauten die Gleich- 
gewichtsbedingungen 

IP = Ji^ cos a + J^ cos /9 + X, cos ^'j 
q = i;cosa+ r,co8/9+ 7,008;', 
Ä = Ä^jB cos a + ^y cos ß + Z^ cos y^ 

wo die beiden letzten Gleichungen in derselben Weise wie die 
erste hergeleitet werden können. Wirken noch andere B^räfte 
ausser den Spannungen auf die Theile des Körpers, so müssen 
dieselben in den Gleichungen (a) berücksichtigt werden. Die 
Kraft X wirke auf die Masseneinheit in der Bichtung der 
^-Axe, so wirkt in derselben Bichtung auf das Tetraeder die 
Kraft X()dvy wenn dv das Volumen und q die Dichte des 
Tetraeders ist Die Gleichgewichtsbedingungen lauten dann 

(P— -Xi-cosa — JfyCOS/9 — Xtcosy). ABC + Xgdv == 0. 

Da nun dv = \h.ABCj wenn h die Höhe des Tetraeders ist, 
so lautet die eine der drei Gleichgewichtsbedingungen 

P — Xa- cos a — Xy cos /? — J, cos ^^ + ^ A () X = 0. 

Da die Höhe h des Tetraeders unendlich klein ist, so eigiebt 
sich wiederum die erste der Gleichungen (a), welche allgemein 
gültig sind. 

§ 25. IHe Benehungen zwiflchen den Bpannungscomponenten. 

Durch die Spannungscomponenten ist die Kraft bestimmt, 
welche auf das Eaumelement dx dy dz (Fig. 40) wirkt. Dio 
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inr Punkte wirkenden Componenten seien gegeben. Die 
Kraft, welche auf OA' in der Richtung der ar-Axe wirkt, sei 
gleich -- X^dydz. Durch Ent- 
wicklung mittelst der Maclaurin'- 
schen Reihe erhalten wir die auf 
AO' wirkende Kraft 

{X^ + dX^jdx.dx)dydz. 

Die Resultante dieser beiden Kräfte 
ist dX^jdx .dxdydz. Auf die 
Flächen OB' und O'B wirken in 
der Richtung der x-Axe bezw. die 
Kräfte ^Xydxdz und 

{Xy + dXy I dy . dy) dx dz, 

deren Resultante dXy /dy.dxdydz ist. Für die Flächen OC 
und O'C ergiebt sich die Resultante dXgjdz.dxdydz. Die 
ganze auf das Parallelepiped dxdydz in der Richtung der 
r-Axe wirkende Kraft ist demnach 

{ßX^jdx + dXyldy + dXJ dz) dxdydz. 

Sind (X), (Z) und {Z) die Componenten der Kraft, mit welcher 
die Spannungen auf die Volumeneinheit wirken, so ist 

I (Z) = dX^jdx + dXyldy + dX^ldz, 

(b) {¥) = dr^ldx + dYyldy + dr^idz, 
\ {Z) =dZ^ldx + dZyldy + dZ,ldz. 

Wirken auf die Theile des Körpers nur Spannungen, so 
findet Gleichgewicht statt, wenn alle drei Componenten (Z), 
(7), {Z) Null sind. Die Gleichungen (b) geben dann drei 
Differentialgleichungen, denen die Spannungscomponenten ge- 
nügen müssen. Wirkt auf jede Masseneinheit eine Kraft, deren 
Componenten Z, ¥, Z sind, und ist die Dichte des Körpers 
gleich g, so lauten die Gleichgewichtsbedingungen: 

( dXJdx + dXJdy + dXJdz + qX^ 0, 

(c) Idrjdx + dYJdy + drjdz + QY^O, 

\dZJdx + dZJdy + dZJdz + QZ^O. 

Die inneren Kräft^e können nicht allein Translationen im 
Inneren des Körpers, sondern auch Rotationen hervorrufen. 
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Die Tangentialcomponenten suchen das Parallelepiped 00' 
um die z-Axe zu drehen. Auf die Fläche OB' wirkt die 
Tangentialkraft Xy in negativer Richtung, auf die gegenüber- 
liegende Fläche 0'£ wirkt die Tangentialkraft 

X^ + dXJdy.dy 

in positiver Sichtung. Diese beiden Kräfte wirken auf das 
Parallelepiped mit einem Momente Xy.dxdz.di/, wenn die 
Glieder von höherer als der dritten Ordnung vernachlässigt 
werden. Dieses Drehungsmoment sucht das Parallelepiped 
in negativer Richtung um die z-Axe zu drehen. Auf die 
Flächen OA' und O'A wirken Tangentialkräfte, deren Moment 
Yg^.dydz.dx ist. Dieses Drehungsmoment sucht das Parallele- 
piped in positiver Richtung zu drehen. Das ganze Moment, 
welches eine Umdrehung des Parallelepipeds um die z-Axe 
bewirkt, ist 

( J^ — Xy) dx dy dz. 

Ist der Körper im Gleichgewichte unter dem Einflüsse der be- 
trachteten Spannungen, so muss dieses Moment Null sein, d. L 

(d) r^^Xy, 

und ebenso haben wir 

Die beiden letzten Gleichungen werden auf dieselbe Weise wie 
die beiden ersten abgeleitet. Wirken auf den Körper an- 
ziehende Kräfte, wie die Schwerkraft oder femewirkende Kräfte 
überhaupt, so müssen die Gleichungen (d) bestehen bleiben. 
Der Angrifbpunkt jener Kräfte kann bei unendlich kleinen 
Körpern in den Schwerpunkt verlegt werden, sie können daher 
keine Rotationen hervorrufen und also auch nicht den Kräften, 
welche den Körper zu drehen suchen, das Gleichgewicht halten. 
Nach den Gleichungen (d) sind zur Bestimmung der Span- 
nung in einem Punkte eines Körpers nur sechs Grössen er- 
forderlich, nämlich 

Die drei ersten Componenten sind Narmalkräfte, die drei 
übrigen Tangentialkräfte, Obschon eine einfeushere Bezeichnungs- 
weise für diese Kräfte eingeführt werden kann, wollen wir 
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doch obenstehende beibehalten, da bei der Benutzung derselben 
schnell die eigentliche Bedeutung der Grossen zu ersehen ist. 
Es sei daran erinnert, dass der Werth einer Spannungs- 
componente ungeändert bleibt, wenn die Richtung der Kraft 
mit der Richtung der Normalen des Flächenelementes ver- 
tauscht wird, auf welches die Spannung wirkt. 

§ 26. IHe Hauptspaimungen. 

um einen besseren Einblick in das Wesen der inneren 
Strafte zu erhalten, untersuchen wir, ob durch einen gegebenen 
Punkt eines Körpers eine Fläche gelegt werden kann, auf die 
keine tangentiale Spannung wirkt. Im voraus sei bemerkt, 
dass durch jeden Punkt des Körpers drei gegen einander senk- 
rechte Flächenelemente gelegt werden können, welche die er- 
wähnte Eigenschaft besitzen. Wir gehen von den Gleichungen 
§ 24 (a) aus 

P == X^coscc + X^cosß + X^cosy, 

(a) { ^ ^ r^cosaH- Y^cosß + Y^cosy^ 

R =z Z^coscc + Z^ cos ß + Z^coBy, 
a, ß, y sind die Winkel zwischen der Normalen der Fläche 
und den Axen, und bestimmen die Lage der Fläche, auf welche 
die Spannungscomponenten P, Q, H wirken. Diese Fläche 
möge eine solche Lage im Körper haben, dass die Spannung 
senkrecht zur Fläche wirkt; wir wollen diese Spannung die 
Haupttpannung 8 nennen. Die Winkel, welche die Richtung 
von 8 mit den Axen bildet, sind ebenfalls a, ß, y und daraus 
folgt, dass 

(b) P=Scosa, Q=^Scosßj B = Scosy. 
Durch Einführung dieser Werthe in (a) folgt 

{X^ — 8) cos a + Xy cos /9 + X^ cos ^^ = 0, 

(c) T^coscc + {¥^ — ^cosß + r^co&y =::0, 

Z^ cos CC+ Z^cosß + {Z^ — S)cosy = 0. 

Werden coscv, cos/7 und cos;^ aus diesen Gleichungen elimi- 
nirt, so ergiebt sich 

^ '\ -{XJ^Z^ + 2Z^XJ,-X^Z^*- Y^X^^-ZJ/) = 0. 
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Diese Gleichung hat immer eine reelle Wurzel Ä^ und matt 
kann ans den Gleichungen (c) in Yerbindnng mit 

cos*« + cos*/? + cos*y = 1 

die entsprechenden Werthe von a^ ßy y finden. Damit ist ge- 
zeigt, dass stets durch jeden Punkt eine Ebene gelegt werden 
kann, welche die Eigenschaft hat, dass keine Tangentialkräfte 
in ihr wirksam sind. Eine solche Ebene soll HauptAene 
heissen. 

Das Goordinatensystem sei so gedreht, dass diese Haupt- 
ebene parallel der yz- Ebene wird, unter dieser Voraus- 
setzung ist 

x^^A, r. = o, ^, = 0. 

Die Gleichungen (c) lauten dann 

{A -i^co8a = 0; (7^ - 4S) cos /9 + l^oosy = 0; 
Z^coBß + {Z^ - Ä)cosy = 0. 

Diesen Gleichungen wird zunächst genügt, wenn S == A und 
cos/9 = cos;' = gesetzt wird, woraus folgt, dass cos« = 1 
ist. Dadurch kommen wir zu der bereits gefundenen Haupt- 
ebene mit zugehöriger Normalspannung A. Dieselben Glei- 
chungen sind erfbUt, wenn 

co8ä = 0; cos/9/co8y= - i;/(i^y-5)= -{Z^-S)IZ^ 
gesetzt wird. 

Da cosa = 0, also a = \n isi^ so stehen die neuen 
Hauptebenen zur ersten senkrecht Femer ist 



und 

cos/9/cosy = i(i;-^,±y(i;— ^J« + 4^/)/^,. 
Man erhält ftr 5, wie auch für ß und y, zwei Werthe. Werden 
die Werthe von ß und y bezw. mit ß' und /?", y' und y" be- 
zeichnet, so wird 

' cos ß' cos ß" I cos ;'' cos y " = — 1 
und demnach 

cos ß' cos ß" + cos /' cos ;'" = 0. 
Da die entsprechenden Werthe von cc gleich \n sind, so er- 
giebt sich, dass die beiden neuen Hauptebenen senkrecht zu 
einander stehen. 
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Damit ist bewiesen, dass durch jeden Punkt in einem 
Körper im allgemeinen nur drei zu einander senkrechte 
Flächenelemente gelegt werden können, auf welche ausschliess- 
lich Normalkräfte wirken. Die den drei Hauptebenen ent- 
sprechenden Normalspannungen heissen A, B und C. Nach (d) 
bestehen zwischen diesen und den Spannungscomponenten fol- 
gende Beziehungen: 

Ä + B + c^x^ + r^ + z^, 

\ ABC^XJ^Z^ + 2Z^XJ^^X^Z/^Y^X^^^ZJJ. 

Von diesen Gleichungen ist besonders die erste zu beachten; 
sie zeigt, dass die Summe der Normalkräfte für drei gegen 
einander senkrechte Ebenen constant ist. 

Sind die Axen des Coordinatensystems den Bichtungen der 
drei Hauptspannungen A, B und C parallel, so lauten die 
Gleichungen (a): 

P a= J cos «, Q== Bcosßy Ä = C7co8 ;'. 

Ist ^ > B > C und wird A =^ B + 8^, C7= B--S^ gesetzt, so 
können die Hauptspannungen durch eine hydrostatische Span- 
nxmg B und zwei axiale Spannungen 8^^ und 8^ ersetzt werden, 
von denen die erstere als Zug, die letztere als Druck wirid. 
Diese Untersuchung zeigt, dass durch einen willkürlich 
angenommenen Punkt in einem Körper stets drei Ebenen ge- 
legt werden können, auf welche nur Normalspannungen wirken, 
die den Hauptspannungen Aj B xmd C gleich sind. A, Bj C 
sind die drei Wurzeln der Gleichung (d); ihre Richtungen 
werden mit Hülfe der Gleichungen (c) bestimmt. A bilde mit 
den Coordinatenaxen die Winkel a^^ ß^y y^ und es wird 
cos Oj = 2^ , cos /?! = m^ und cos y^ = n^ gesetzt. Eine ent- 
sprediende Bezeichnung wird für B und C eingeführt nach 
folgender Tabelle 
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Zwischen diesen Grössen bestehen nach den Gleichungen (c) 
folgende Beziehungen: 

An,=^Z^l^ + Z^m^ + Z^n,', £n^ =Z^l,+Z^m^+ Z^n^; 

(^% ^Z^l^ + Z^m^ + Z^n^. 

Diese Gleichungen können nach den Spannungscomponenten 
X^^ Y u. s. w. aufgelöst werden, deren Bestimmung leichter 
durch folgende Betrachtung geschieht. Durch einen Punkt P 
werden die Linien PA'y PB' und PC parallel mit den Rich- 
tungen der Hauptspannungen Ä, B und C gezogen. Diese drei 
Linien bestimmen zusammen mit einer Ebene F^ welche der 
y 2: -Ebene parallel ist, ein Tetraeder. F ist so gelegt, dass 
das Tetraeder unendlich klein wird; die Grundfläche desselben 
sei dF. Die Lihalte der in P zusammenstossenden Seiten- 
flächen sind l^ dF, l^ dF und /, dF. Auf die Flächeneinheit von 
l^ dF wirkt in der Richtung der ar-Axe die Eraft Äl^\ auf die 
Flächeneinheit der beiden anderen wirken bezw. die Kräfte 
Bl^ und C/3 und auf die Flächeneinheit von dF wirkt die 
Eraft Z^. Damit das Tetraeder sich nicht in der Richtung 
der ar-Axe bewegt, muss 

l^Ä .\dF + l^B .l^dF + l^C .l^dF = X^dF 
oder 

sein. Durch ähnliche Betrachtungen ergeben sich für die übrigen 
Componenten die folgenden Gleichungen 

X^^Äl^^ +Bl^^ +Cl^^', Z^ = Am^n^+Bm^n^ + Cm^n^, 

Z^=Än,*+Bn^^ + Cn^^; Y^^ Al^m, + B l^m^ + Cl,m^. 

Man kann sich leicht davon überzeugen, dass die für die 
Spannungscomponenten gefundenen Werthe den Gleichungen (h) 
genügen, wenn die bekannten Beziehungen zwischen den in (g) 
zusammengestellten Grössen berücksichtigt werden. 



(i) 
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§ 27. Faraday's Vorstellmig über das Wesen der 
femewirkenden Kräfte. 

Newton betrachtete die Wirkung zwischen zwei Massen 
als eine Femewirkung, welche nicht von Theilchen zu Theilchen 
des zwischen den Massen sich befindenden Mediums fortge- 
pflanzt wird. Farad ay dagegen hatte die Vorstellung, dass 
das Zwischenmedium die Wirkungen zwischen zwei mit Elec- 
tridtät geladenen Körpern y ermittelt; die Wirkungen werden 
Yon Theilchen zu Theilchen übertragen. Li den letzteren wird 
in der Richtung der Kraftlinien die Electricität yerschoben, 
das eine Ende derselben wird positiv, das andere negativ 
electrisch. 

Bei dieser Polarisaäan liegen zwei Theilchen mit ungleich- 
namigen Polen an einander; infolge dessen hat die Kraftlinie 
das Bestreben sich zu verkürzen; es tritt ein Spannungs- 
znstand im Zwischenmedium auf. Diese Spannung gleicht der 
elastischen Spannung und ist von Maxwell als electrische 
Elastieität bezeichnet worden. Derselbe hat im 5. Kapitel 
seiner Electricitätslehre mittelst der von Faraday gegebenen 
Hypothese eine Theorie entwickelt, welche wir auch im Nach- 
folgenden ausführen. Da die electrischen und magnetischen 
Femewirkungen demselben Gesetze unterworfen sind wie die 
allgemeine Massenanziehung, so können wir die Betrachtung 
ganz allgemein durchführen mit Berücksichtigung der Kräfte, 
die umgekehrt proportional dem Quadrate des Abstandes der 
Körper sind. 

Das Potential t// sei für alle Punkte des betrachteten 
Raunes gegeben. Die Dichte q ist durch das Potential nach 
der Poisson'schen Gleichung 

(a) ö^// / dx^ + d^xp I dl/ + d\p jdz^ + AitQ^O 

bestimmt. 

Auf die im Baumelement dv enthaltene Masse q dv wirkt 
eine Kraft, deren Componenten 

^ Qdvd^ I dx; ^^ Qdvdip jdy\ "^ Qdvdipjdz 

sind. Das obere Vorzeichen gilt für magnetische oder elec- 
trische Anziehungen, das untere für Massenanziehung. Mit 
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Rücksicht auf (a) ist die in der Richtung der ;r-Axe wirkende 
Componente 

±dilJldx.{d^xpldx^ + d^^ldy^ + d^tljldz*).dvl4n. 

Diese Grösse muss als Summe dreier Differentialquotienteii 
in Bezug auf x, y und z dargestellt werden können^ Wir haben 

dxpldx.d*^ldx^^\d{dipldx)*ldx, 

öt/;/Öj:.ö*i///öy*=ö(öt///öx.öt///öy)/9y — öt/;/öy.ö*t///ÖJ-öj/ 
= d{dyjldx.d7ffldy)ldy - \d[d\f}ldyfldx, 

d^ldx,d^\ljldz^^d{dyjldx.drf)ldz)ldz — diijldz.d^v*ldxdz 
= d{d^ldx.d^jldz)ldz --\d{diiildzfldx. 

Demnach wirkt auf das Raumelement dv in der Richtung der 
x-Axe die Kraft: 

± d[{d%iJ I dxf ^ [d^fj I dyf ^ {d^f I dzf]j dx .dv I %n 
± d{d^pldx,d\pldy)ldy.dvl4n±d{d\f.fldx.dyjldz)ldz.dvl4n. 

Werden wie in § 25 die Componenten der Kraft, welche 
auf die Yolumeneinheit wirken, mit (X\ (JT) und {Z) bezeichnet 
und wird der Kürze wegen 

X^ -dxfßjdx, r=-öt/'/öy, Z=^''d^ld2 

gesetzt, so ergiebt sich 

{X)^±ll87i.[d{X^^r^--Z^[dx+2d{Xy)ldy + 2d{XZ)!d:\ 

(b) ■ {r)==±ll87i.[2d{X¥)ldx+d{r^^X^^Z^/dy+2d{rZ),d:]. 

I {Z) = ±ll87[.l2d{XZ)ldx+2d{rZ)ldy+d{Z^-^X^-^r^jdz]. 

Da diese Gleichungen ganz analog denen sind, welche die 
Kraft bestimmen, mit der die Spannungen auf die Volumen- 
einheit wirken, so können auch die femewirkenden Kräfte aL 
Spannungen im Medium betrachtet werden. Handelt es sich 
um allgemeine Massenanziehung, so kann als Zwischenmedium 
der Aether angesehen werden; ist dagegen von electrischen 
Femewirkungen die Rede, so muss die Abhängigkeit der Span- 
nung des Aethers von den den Raum erfüllenden Massen, wie 
Luft, Wasser u. s. w. berücksichtigt werden. Es ist nicht 
nöthig hierauf in unseren Betrachtungen einzugehen. 
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Die Vergleichung der Formeln (b) mit den Formeln § 25 (b) 
zeigt, dass 

(c) r = ±{r^^x^^z^/87t, z^=^x\=±{xz)i47i, 

Zur Bestimmung der Hauptspannnngen im Medium be- 
nutzen wir die Gleichungen § 26 (e) und erhalten 

A + JB+C= zf{X^+r^ + Z^I8n, 
BC + AC+A£= _((Xa+ J« + Z»)/8;r)S 
ABC== ±{{X^+r^ + Z^I8ny. 
Setzt man 

(d) {X^+r^ + Z^I8n^S, 

so sind Ay B und C die Wurzeln der Gleichung 

i>» ± 8B^ - S^B :f 5' = 
oder 

(i)iF5)(i)± 5)2 = 0. 

Wir haben also entweder 

(e) J = + Ä, J = (7 = - Ä oder A = -S, Ä = 6^ = + S. 

Demnach sind immer zwei Hauptspannungen gleich gross. 
Um die Richtungen derselben zu bestimmen, werden a, ß und y 
nach § 26 (c) berechnet, und es ist am einfachsten, die Rieh- 
tmigen der gleich grossen Spannungen B und C zu bestimmen. 
Werden die Werthe (d) von ± 6' in die erwähnten Gleichungen 
für S eingesetzt, so eigiebt sich einfach 

(f) Zcos cc + 7cos ß + ^cos y ^ 0, 

Demnach sind in jedem Punkte die beiden gleich grossen 
Hauptspannungen senkrecht zur Richtung der Kraft; die dritte 
Hauptspannung liegt in der Richtung der Kraft und ist gleich 
dem Quadrate der Kraft dividirt durch 8;r. 

Hierdurch ist gezeigt, dass alle femewirkenden Kräfte durch 
einen Spannungszustand des Zwischenmediums erklärt werden 
können. Anstatt der allgemeinen Massenanziehung ist von 
diesem Gesichtspunkte aus eine negative Spannung, d. h. eine 
Druckspannung, in der Richtung der Kraftlinien und eine posi- 
tive Spannung, d. h. eine Zugspannung, in allen zur Kraft senk- 
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rediten Richtangen zu setzen. Auf ein Flächenelement, wel- 
ches senkrecht zur Kraftrichtung liegt, wird eine gleich grosse 
Zugkraft ausgeübt. Für die magnetischen und electrischen 
Anziehungen findet das Entgegengesetzte statt. In Betreff der 
Schwere deutet übrigens nichts auf das Vorhandensein solcher 
Spannungen hin, dagegen machen mehrere Erscheinungen in 
der Electricität die Existenz solcher Spannungen höchst wahr- 
scheinlich. 

§ 28. Die FormTerindenmgen. 

Aendert ein Körper seine Gestalt oder seine Lage im 
Räume, so hat ein Punkt desselben, welcher ursprünglich die 
Coordinaten x, y, z hatte, nach der Veränderung die Coordinatem 
-'^ + l>y + ^>^ + ?' I>^>f sind die Projectionen der Bahn, 
welche P durchlaufen hat, oder sie sind die Componenten der 
Verrückung. Sind |, 17 und ^ als Functionen der Zeit ge- 
geben, so ist die Lage des Punktes P zu jeder Zeit bestimmt 
Die Bewegungen der einzelnen Punkte sind im allgemeinen 
verschieden, d. h. |, 17, f sind Functionen von x, y^ z. Wir 
betrachten zunächst einzelne einfache Bewegungen. 

Sind 1, 17 und ^ gleich gross für alle Punkte des Körpers, 
so bewegen sich alle Punkte gleich weit und in derselben 
Richtung; die Bewegung ist eine Translation, bei welcher alle 
Theile des Körpers in unveränderten Abständen von einander 
bleiben, und welche daher keine Veranlassung zur Entstehung 
innerer Kräfte giebt. Dasselbe ist auch bei einer Drehung 
des Körpers um eine Axe der Fall. Die Umdrehungsaxe sei 
der JT-Axe parallel und gehe durch den Punkt P (Fig. 41), 
dessen Coordinaten x, y, z sind. Ein Punkt Q mit den Coordi- 
naten x\ t/\ z' lege den Weg Q^R = Ä^.r zurück, wenn r = Q5 
der Abstand des Punktes Q von der Axe und h^ der Drehungs- 
winkel ist. Dabei wird die y-Coordinate vermindert um 

ÄP'=(2Ä(/-z)/r = Ä^(/-z), 

während die z-Coordinate die Vergrösserung 

Cr=(2^(y-y)/r = Ä,(y-y) 

erfahrt. Wird der Körper zugleich um zwei andere Axen ge- 
dreht, welche der y- und r-Axe parallel sind, und werden 
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die Drehnngswinkel bezw. mit h und h^ bezeichnet, so erfahren 
die Goordinaten von Q die Vergrösserangen 1, ij, ^, welche 
folgende Werthe haben: 

[| = (/-z)A^-(y'«y)A., 

f = (y'-y)A.-(^'~^)V 

Wir gehen jetzt über znr Betrachtung des allgemeinen 
Falles, in dem die Pnnkte des Körpers ihre relative Lage zu 



iX 



(a) 




Fig. 41. 

einander ändern. Der Pnnkt P mit den Goordinaten x, y, z 
gelange bei der Bewegung nach P\ dessen Goordinaten x + ^, 
y + fj, z + ^ sind; ein anderer Punkt Q, welcher ursprünglich 
die Goordinaten Xy y\ z' hatte, gelange nach Q' mit den 
Goordinaten x + 1', y' + 17', z' + f '. Ist | eine gegebene 
Fnnction von ar, y, z, so ergiebt sich 

r = | + (:r'-x)d|/öx + {y-y)dl\dy + {z^z)dl\dz + ... 

P nnd Q liegen unendlich nahe bei einander, sodass 

x'— 4r = rf4r, y' — y^dy^ z' — z ^ dz. 

Bei Vernachlässigung der Glieder zweiter Ordnung orgeben 
sich dann folgende Beziehungen 

i'^i+dtldx.dx + dildy.dy + dildz.dz, 
fl' ^fl + dfijdx.dx + dnjdy.dy + dfijdz, dzy 

C^C + dCldx.dx + d^Idy.dy + dCldz.dz. 

Chriitiansen-Mailer, Phjdk. 7 
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Folgende neue Grössen werden eingeführt: 

(b) \y,= dnldy; x=z^=\{dildz+dCldx); A,= i(ö|/öz-d,^'ax); 
l z^^dCldz-, y,=ar^=i(Öi7/öar+ö|/öy); A.=i{öt;/öx-d|,%). 
Wir erhalten: 

i'=^i + x^dx + x^dy + x^dz — h^dy + h^ dz, 

(c) n'^n+y^dx^y^dy+y^dz-h^dz + h^dx, 

r = f + ^^dx + z^dy + z^dz - h^dx + Ä,rfy. 

Die Gleichungen bestimmen die Bewegungen, welche die ein- 
zelnen in der Nähe von P liegenden Punkte ausführen. Diese 
Bewegung ist aus einer Verschiebung, deren Componenten |, 
iy, f sind, aus einer Drehung, deren Componenten A,, A^, h, 
sind, zusammengesetzt und aus zwei besonderen Bewegungen, 
welche durch ar^, y^, z^ und z^j x^, y^ bestimmt sind. Wird nur 
Rücksicht auf die Formveränderungen genommen, so kommt 
es dann nur auf die Bewegung an, deren Componenten (/|, 
dr], d^ durch folgende Gleichungen bestimmt sind: 

di =^ x^dx + x^dy + x^dz, 

(d) dfj^y^dy + y^ dx'+ y, dz, 
dC=^z^dz + z^dx + z^dy. 

Um die Bedeutung der Coefficienten x^, y^, z^ und z^, x^, y, 
zu finden, nehmen wir an, dass alle Grössen mit Ausnahme 
von x^ Null sind. Dann ist d^ = x^.dx, während dr] = d^=^6 
sind. Die entsprechende Formveränderung ist also eine Däa- 
tation des Körpers in der Richtung der x-Axe, wobei dx den 
Zuwachs (/| und die Längeneinheit also den Zuwachs d^/dx^x^ 
erhält, x^ giebt die Dilatation einer Längeneinheit parallel 
mit der ar-Axe an oder x^ ist die Dilatation in der Richtung 
der x-Axe. y^ und z^ sind demnach die Dilatationen bezw. in 
den Richtungen der y- und z-Axe. 

Verschwinden dagegen alle Coefficienten mit Ausnahme 
von z , so ist 

(f| = 0, dfj^Zy.dz, d^==z^.dy. 

Die Theilchen werden in einer zur yz-Ebene parallelen Ebene 
verschoben, ihre Abst&nde von der yz-Ebene bleiben unver- 
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ändert Der Punkt P (Fig. 42) habe ursprünglich die Coordi- 
naten ar, y, z\ ÄBCJD sei ein Quadrat mit der Seite 2a. 
Der Punkt Ä^ welcher ursprünglich die Coordinaten x, y + a, 
z + a hatte, rückt nach A% dessen ^ 

Coordinaten a + z^a, a + z^a in Be- 
zug auf die Axen PTund PZ sind. 
A' liegt also auf der Verlflngerung 
von PA. Die Punkte B und I) ge- 
langen bei der Formveränderung nach 
B' und -D', welche auf BD liegen; 
C rückt auf der Verlängerung von AC 
nach C\ Das Quadrat AB CD wird 
zum Rhombus A' B' C B\ Diese 
Formveränderung wird als Schiebung 
bezeichnet; sie zeigt die physikalische Bedeutung der Grössen 
^yi^gj t/^7 welche also Schiebungacomponenten genannt werden. 
In der Lehre von der Elasticität werden nur sehr kleine 
Äenderungen in der Form der Körper betrachtet; die Com- 
ponenten x^, x^ u. s. w. sind dementsprechend kleine Grössen, 
deren zweite und höheren Potenzen vernachlässigt werden. 
Durch die Schiebung wird das Volumen des Körpers nicht 
yerändert; das Quadrat mit der Fläche 4a^ wird zum Rhom- 
bas A'B'C'JD', dessen Fläche 

2PA\PB'^2{a + z^a)^{a - z^a)y2 = 4a«(l -z^^. 

Vernachlässigt man z ^, so ist der Inhalt des Quadrates gleich 
dem des Bhombus; durch die Schiebung wird demnach das 
Volumen nicht verändert. 

Aus der Fig. 42 ergiebt sich, dass der unendlich kleine 
Winkel zwischen AB und A'B' gleich az^ja^z^ ist; der 
rechte Winkel BAB wird bei der Formveränderung demnach 
um 2Zy vermindert, sodass ^B'A'B'=^^BAB — 2Zy ist 

Durch die Dilatationen x^, y^, z^ wird das Volumen ver- 
ändert, sodass das Parallelepipedon dxdydz in 

dxdydz[\+x^){\+y^){\+z:i 

yerwandelt wird. Die Dilatationscomponenten sind ebenfalls 
sehr klein, sodass die Volumeneinheit die Vergrösserung 

= ^, + y, + ^, 



100 Zweiter Abschoitt 

erfährt. 6 ist die räumliche JXkUaäan. Wir haben auch 

(e) e^dildx + dfildy + d^ldz. 

dr sei ein Mement einer geraden Linie , welche mit den 
Coordinatenaxen die Winkel a^ ß, y bildet, so ist 

dx = dr cos a, dy ^ dr cos /?, dz = dr cos y. 

Dnrch die Formverftnderung wird dr zu rfr', welches die 
Winkel a\ ß\ y' mit den Axen bildet, so dass 

rfar + rf| =rfr'cosa'; dy -{• di\^dr' o^^ß' \ dz + d^^drcosy\ 

wobei (/|, dfjj d^ durch die Gleichungen (d) bestimmt sind. 
Soll die Linie dr ihre Richtung unverändert behalten, so muss 
a = a, /? = /?' und y = y' sein. Man hat 

rf| =5 dQ cos a, dfj = rfp cos /9, df = rfp cos t', 

wenn dp = rf(r' — r) ist. rfp ist die Verlängerung von dr und 
dQJdr ist die DUatation s in der gesuchten Richtung. Wir 
haben demnach 

5 = dQ I dr. 

Die Gleichungen (d) nehmen dann folgende G^talt an: 
(^« — *) cos a + x^coQß + x^cosy ^ Of 
y^cosa + (yy-«)cos/9 + y,C08y = 0, 
z^ cos a + 2:^ cos /9 + (z^ — 5) cos y = 0. 

Die Vergleichung dieser Beziehungen mit § 26 (c) zeigt, dass 
sie zu denselben Resultaten wie jene führen. 

Li drei zu einander senkrechten Richtungen, den Düatatwns' 
hauptaxen^ finden demnach nur Dilatationen statt; alle 
Linienelemente, welche parallel einer von diesen drei Rich- 
tungen sind, enthalten nach eingetretener Formveränderung die- 
selben Massentheilchen, welche sich vor der Deformation auf 
ihnen befanden, wenn wir von Rotationen absehen, welche 
aus den Gleichungen (d) bereits ausgesondert sind. Werden 
die in solcher Weise bestimmten Hauptdilatationen mit a^bjC 
bezeichnet, so hat man wie in § 26 (e) 



{{) 



a + b + c = x^ + i/^ + 



«» 



(g) \bc + ac + ab = z.y^ + *,«. +y,*,- '*-x*-y^, 
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Die erste dieser Gleichungen sagt aus, das die räumliche 
Dilatation von der Lage des Coordinatensystems unabhängig ist 

Ebenso wie in § 26 (i) die Spannongscomponenten durch 
die Hauptspannungen ausgedrückt sind, so können auch x^, 
x^, ... mit Hülfe der Hauptdilatationen a, b und c bestimmt 
werden. Bildet die Richtung von a mit den Axen Winkel, deren 
Cosinus l^jm^,n^ sind und sind entsprechend die Cosinus der 
Winkel, welche h und c mit den Axen bilden l^j m^, n,; 
4? ^f ^y so erhalt man 

^z = «^* +^h^ +<^V5 Zy^am^n^+bm^n^ + cm^n^y 
(h) y^ = awii« + iwig» + cm,»; x^=^al^n^ +bl^n^ + cl^n^, 
z^ =ani» + *Wa* +^»13«; y^ = al^m^ +bl^m^ +cl^m^. 

§ 29. Beaehungen swiflclLen den Spannungen und 
Eormveranderungen. 

Bei den Untersuchungen über die Formyeränderungen 
eines elastischen Körpers hat man gefunden, dass ein gerades 
Prisma, auf dessen Endflachen Zugkräfte wirken, eine Längs- 
dilatation und zugleich eine Quercontraction erfährt. Berück- 
sichtigen wir nur Kräfte, welche so klein sind, dass die 
Elasticitätsgrenze nicht überschritten wird, so ist die Ver- 
längerung s der Längeneinheit 

s^S/ü, 

wo E der Elasticitätscoefficient und 8 die auf die Flächen- 
einheit wirkende Kraft ist. Eine Längeneinheit, welche parallel 
mit den Endflächen ist, wird gleichzeitig verkürzt um /, luid 
es ist 

s'^k.SjE, 

wo k eine Constante bedeutet. Es wird vorausgesetzt, dass 
der Körper isotrop ist, d. h. nach allen Richtungen und in 
allen Punkten gleich elastisch ist. 

Wir betrachten zunächst ein rechtwinkliges Parallelepi- 
pedon, dessen Kanten den Goordinatenaxen parallel sind. Die 
Nonnalkräfte heissen X^, 1^, Z^ und eine Längeneinheit, 
welche der ar-Axe parallel ist, soll die Verlängerung x^ be- 
kommen; ebenso erhalten die Längeneinheiten, welche bezw. 
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der y- und z-Axe paraUel Bind, die Yerlängernngen y^ und z,. 
Dann haben wir 

y^^YJE-k{X, + Z:ijE, 
z,^Z,IE-k{X^+r;ilE. 
Die räumliche Dilatation 6 ist nach § 28 (e) 

e = ^. + y, + ^. = (i-2*)(x, + i; + ^;)/^. 

Dagegen ist 

X^^kIiei{l + k){1^2k) + ExJ{l+k). 

Setzt man 

A = A^/(1 + A)(1-.2A), fi = iEI(l + k), 
80 wird 

(a) X^^X0 + 2fix^; J; = ie + 2^y,; Z,^Xe + 2fiz^, 
und femer durch Addition 

(b) Z„+i; + Z, = (3A + 2^)0. 

Zur Auffindung des Zusammenhanges zwischen den Schie- 
bungen und den Tangentialkr&ften kann 
man mit V. v. Lang ^) folgendes Verfahren 
anwenden. Das Prisma AB CD (Kg. 43) 
nimmt die Gestalt AB' CD' an, wenn 
auf jede Einheit der Endflächen AB 
und CD die Zugkraft 8 wirkt. Durch 
das Prisma werden vier ebene Schnitte 
EF, FG, GHxmd HF gelegt, welche 
auf einer zur Axe parallelen Ebene das 
Rechteck EFGH begrenzen; das Recht- 
eck EFGH geht bei der Formver&nde- 
rung in das Parallelogramm E' F' G' H' 
über. Der Winkel ÄFF sei gleich y, 

so wirkt auf die Fläche ^jp'in der Richtung FF die Tangential- 

spannung T, welche nach § 28 (b) durch 

r= Ssiufpcosfp 
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bestimmt ist. 
J>9^^BFG 



\n — (pj so wirkt auf GF dieselbe Tangen- 



y. V. Lang, Theoretische Physik. S. 411. 
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tialspanniiBg T in der Richtung GF. Bei der Fonnveränderang 
geht der Winkel ÄFE in ÄF E' ^(p + d(p über nnd wir haben 

tg(9)+rfy) = J^.(l+*)/^^.(l-0 = tg9>(l +*)/(! -0- 
Da nnn s^SjE und s'=^k8jE unendlich kleine Grössen 
sind, so ist 

(1 +*)/(!- ^0 = 1 +* + *'= 1 + (1 + *)Ä/^- 
Femer hat man 

tg(y + dq>) = (1 +:(1 + k)SIE)tgq> 
und 

tg(y + rf9') = tgy + rf9>/cos*9>, 
sodass 

rfy = (1 +Ä)Ä8inyco89>/JS^=(l +k)TIE 

ist. Die Aenderung des Winkels q> ist demnach der Tangen- 
tialspannung T proportional. Da auf GF dieselbe Tangential- 
spannung wirkt wie axd EF, so wird der Winkel BFG um rfqp 
vergrössert und der Winkel EFG um 2 dq) vermindert, während 
der Winkel FGH um 2d(p yergrössert wird. Die Schiebung 
ist in diesem Falle gleich 2d<p, und es ist 2d(p — 2{l+ k)TIE. 
Aber 2dq> ist die früher eingeführte Grösse 2z^j wenn das 
Rechteck EFGH der y2:-Ebene parallel ist. In diesem Falle 
ist 7= ^y und also 

z^^[\+k)ZJE. 
Setzen wir der Kürze wegen ft = ^i?/ (1 + *), so wird 
(c) ^y = 2MV ^. = 2i.iar„ r^^2(iy^. 

Die Gleichungen (a) und (c) lösen die Aufgabe, die Span- 
nungscomponenten zu finden, wenn die Formveränderungen 
gegeben sind und umgekehrt. Die Gleichungen enthalten nur 
zwei Constante X und fi, welche von den Formveränderungen 
bei einfeu^her Dilatation in folgender Weise abhängen: 

p = k3l{\ + Ä)(l - 2Ä); /i = \EI{\ + *), 

Da X und pL positiv sind, so muss k kleiner als \ sein. 

Die Beziehungen zwischen den elastischen Kräften und 
Formveränderungen können auch auf einem anderen Wege 
abgeleitet werden. Im Punkte P seien die Hauptspannungen 
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A^ B und C der Grösse und der Sichtung nach bekannt [vgl. 
§ 26 (g)]. Ein unendlich kleines Parallelepipedon, dessen Kanten 
den Sichtungen der Spannungen Ä^ B, C parallel sind, wird 
in diesen drei Richtungen ausgedehnt. Die Vergrossenmgen 
a, b und c der Längeneinheit sind parallel mit Ä^ B und C 
und ebenso wie in (a) ist 

(e) ^ = Ä0 + 2|ua, J? = Ä0 + 2|U*, (7=ÄÖ + 2^c, 

wo = a + i + c ist oder auch in Folge von § 28 (g) 

= ^, + y, + v 

Durch Anwendung der Formeln § 26 (i) erhält man die 
Gleichung 

X, = Ä0 + 2^(ai,» + ÄZ3» + c/3«), 

die mittelst § 28 (h) übergeht in 

X^ = A0 + 2^a:,. 
Die Ausdrücke für Y und Z^ ergeben sich in derselben Weise. 
Nach § 26 (i) ist 

und demnach zufolge § 28 (h) 

Die Ausdrücke für X^ und Y^ erhalten wir in gleicher Weise. 

Die Coefficienten E und k sind von der Natur der Körper 
abhängig. Man hat geglaubt, dass k für alle Körper gleich 
gross wäre. Diese Ansicht ist zuerst von Navier vertreten, 
der annahm, dass die Körper aus materiellen einander ab- 
stossenden Punkten beständen. Dabei kam Navier zu dem 
Resultat, dass A = ^ wäre. Dieselbe Ansicht hat auch Poisson 
vertreten. 

Während k eine reine Zahl ist, wird der Elasticitäts- 
coefficient E durch E = Sjs bestimmt; 1/J? heisst der ElasH- 
cttätsmodul. Die Kraft S wirkt auf die Flächeneinheit und hat 
nach § 3 die Dimension 

Da s das Verhältniss zwischen der Längenvergrösserung und 
der ursprünglichen Länge ist, so ist es eine reine Zahl. Dem- 
nach hat E ebenfalls die Dimension L-^ T^^M. In praktischen 
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Einheiten bezeichnet man mit E die Anzahl der Kilogramme, 
welche dnrch Zug die Länge einer Stange verdoppeln, deren 
Querschnitt ein Quadratmillimeter ist. um diese Angaben in 
ein absolutes Maass zu verwandeln, muss man beachten, dass 
die Wirkung der Schwerkraft auf ein Gramm etwa 981 Dynen, 
also auf ein Kilogramm 981 000 Dynen ist. Da wir annehmen 
müssen, dass der Querschnitt 1 qcm ist, so muss die gefundene 
Grrösse noch mit 100 multiplicirt werden, so dass sie 98 100000 
wird. Nach Wertheim ist E flir englischen Stahl in den 
praktischen Einheiten 17278, in absoluten also 

17278.981.10»= 1,695.10". 



(f) 



Bei flüssigen Körpern erhalten wir einfachere Resultate. 
Da in diesen keine Tangentialkräfte existiren, wenn das Gleich- 
gewicht eingetreten ist, so muss nach (c) ju = sein. Wird 
das Volumen v der Flüssigkeit durch den Druck p vermindert 
um (/o, so ist nach (b) 

-3;?= -(3Ä + 2^)rft;/ü 

oder, da ft = ist, 

dv = pv I X. 

Wird z. B. die Volumeneinheit Wasser vermindert um 
0,000046, wenn der Druck um 1 Atmosphäre vermehrt wird, 
80 ist 

A = ;? r/ rfr = 76 . 18,596 . 981 / 0,000 46 = 2,204 . 10^«. 
Für Gase, die dem Mariotte'schen Gesetze gehorchen, 
ergiebt sich, wenn der ursprüngliche Druck P ist und die 
Steigerung p des Druckes sehr klein ist im Vergleich zu P, 
nach dem Mariotte'schen Gesetze 

Pv = {P + p){v-^dvy 
Diese Gleichung giebt imter der erwähnten Voraussetzimg 

dv=pvlP. 
Für Gkkse ist also nach (f) 
(g) P=A. 
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§ 30. Die Oleichgewichtsbedingnngen far einen elastiiehen 

Körper. 

Wirkt auf die Masseneinheit des Körpers eine Kraft, deren 
Componenten X, ¥, Z sind, so hat man nach § 25 (c) 

(a) dX^ldx + dXJdy + dXJdz + QX=0 u. s. w. 
Nach § 29 (a) nnd (c) ist femer 

(b) X^^Xe + 2fi.dildx, Z^^¥^ = fi{dCldy + dfildz) n.s.w. 
Werden die Werthe für X^ u. s. w. in (a) eingesetzt, so folgt: 

{X + fi).deidx + fiV^i + QX^Oy 

(c) (A + ^).öe/öy + iiiV*i? + el"=0, 
. {X + fi).deidz + fjLW^^ + QZ=0. 

Benutzen wir die früher ftlr die Botationscomponenten ein- 
geführten Bezeichnungen 

r2A, = öf/öy-öi7/öz, 2h^^dildz^dCldx, 

^ ^ \ 2A. = öiy/öx-ö|/öy, 

so lauten die Gleichungen (c) 

(Ä + 2fA).deidx + 2fjL{dhJdz - dkjdy) + eX= 0, 

(e) {X + 2fi).deidy + 2fjL{dhJdx-dhJdz) + Qr=:0, 
l {X + 2fß).deidz + 2^{dhjdy^ dhjdx) + pZ = 0. 

Wird die erste Gleichung nach x, die zweite nach y und die 
dritte nach z diflferentürt, so ergiebt sich durch Addition, 
wenn q constant ist, 

{X + 2fi) V*Ö + QißXjdx + dYjdy + dZldz) = 0. 
Sind X, r, Z die Derivirten eines Potentials W und ist überall 
im Körper V*^=0, so hat man 

(f) V*0 = 0. 

Wir fügen noch die Gleichgewichtsbedingungen für die 
Grenzfläche des Körpers hinzu. Der auf das Oberflächen- 
element dS wirkenden Ej:aft, deren Componenten P', Q\ B' 
sind, wird das Gleichgewicht gehalten durch die elastischen 
Kräfte, die auf die an rffi liegenden Theile wirken. Sind JJ, 
Y^ u. 8. w. die Componenten der elastischen Kräfte, so ist 

(g) P = X; cos a + X; cos/9 + X; cos y . 
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Aehnliche Werthe ergeben sich für Q' und Jt\ cty ß, y sind 
die Winkel, welche die nach aussen gerichtete Normale mit 
den Coordinatenaxen bildet. 

Wir setzen 
(h) i^ax, fj = byj f=c2r, 

wo a, & und c constant sind. |, rj und ^ sind also lineare 
Functionen von x, y und 2r, und zwar hängt | nur von ar, 17 nur 
von y, ^ nur von z ab. In Bezug auf die Gleichungen § 28 (b) 
finden also nur Dilatationen ohne Schiebungen statt. Die 
ranmliche DUatation ist = a + ft + c; demnach genügen die 
^ 1? ^9 £ angenommenen Werthe den Gleichungen (c), wenn 
wir von der Wirkung äusserer Kräfte absehen. Femer ist 

J. = A(a + * + c) + 2iua; Y^^X{a^h + c)^ 2fAb\ 
Z^ = k{a + b + c) + 2fAc. 

i; = o, ^, = 0, 1^ = 0. 

Es sei X^ =5, J^ = 0, Z^ = 0, so ist * = c und 
iS'= A(a + 2*) + 2fAa; = A(a + 2b) + 2fAb. 
Die letztere Gleichung ergiebt 

und die erstere 

8 == afßXfA + 2 fA^ I {l + fi) = JEa. 

Wir haben damit die Gesetze über die Dehnung eines elasti- 
schen Körpers von prismatischer Form erhalten. 

§ 31. Die Spaimungen in einer Kugeliohale. 

Die Kugelschale sei begrenzt von zwei concentrischen 
Engelfiächen, die innere habe den Radius r^ , die äussere den 
Radius r^. Auf die innere Fläche wirkt ein hydrostatischer 
constanter Druck p^, auf die äussere ein ebensolcher p^. Die 
Druckkräfte p^ und p^ sind senkrecht zur Fläche. Das Cen- 
trum der Kugel sei der Coordinatenanfangspunkt. Ein will- 
kürUch angenommener Punkt in der Kugelschale habe von 
den Abstand r. Unter der über den Druck gemachten Vor- 
aussetzung entfernen sich alle Punkte, welche in derselben 
Eugelfläche mit dem Gentrum liegen, gleich weit vom Centrum. 



108 Zweiter Abechnitt 

Die Verrückong des betrachteten Punktes sei er, wo 6 eine 
sehr kleine Grösse ist. Wir haben dann 

(a) 1 = «^, «7 = «y, f = ". 

Da € eine Function allein von r ist, so kann man setzen 
I =: er . x/r = d(p I dr.dr / dx ^ dtp j dx, 

wo 9> eine neue E\inction von r ist 17 und ^ werden in der- 
selben Weise dargestellt, sodass 

(b) | = Ö9/öar, fj-=d(pldy, ^^dtpjdz 
ist Demnach ist 

(c) Ö-V>. 

Die Gleichungen § 30 (c) lauten , wenn die Wirkung der 
Schwerkraft unberücksichtigt bleibt, 

(Ä + 2fA).V*dfpldx = 0, {1 + 2^). V^öy/öy = 0, 

(A + 2|i).V*Ö9/ö^ = 0, 
sodass 

(d) ö=v> = a 
ist, wo a eine Constante bedeutet. 

Nach § 30 (b) sind die Spannungscomponenten 

X^^la + 2fA.d^q>ldx^] Z^ =2fA.d^q> I dydz; 

(e) - 7y = Äa + 2/u.ö>9>/öy*; X^ = 2fA.d^q> / dxdz; 

Z^ ^Xa + 2fA.d*(pldz*] i; = 2/u.ö>/öaröy. 

Die Spannung in einem Flächenelemente, welches senk- 
recht zu r ist, ergiebt sich aus § 24 (a), indem man 

cosa = ar/r, cos/9 = y/r, Go%y ^ z fr 

setzt. Die Componenten der Spannung seien P, Q und R, so 
ist z. B. 

P^Xa.xjr+2iA(xlr.d^(pldx^+ylr.d^(pldxdy+zlr.d^(pldxd2\ 

Bei Benutzung der Gleichungen 

d^ifldx* = x^jr^.d^fpjdr^ - x^lr^.d(pjdr + Ijr.dfpjdT, 

d^tpfdxdy = xyjr^,d^(pjdr^ — xyjr^.dfpldr, 

d^fpldxdz = xzjr*,d^€pjdr^ — xzjr^.dfpjdr, 
wird 

P= (Äa + 2fA.d*(pldr^.xlr. 
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Aehnliche Ausdrücke ergeben sich fllr Q und E. Demnach 
irirkt auf das erwähnte Flächenelement eine Hanptspammng 

(f) Ä^Xa + 2ii.d^<pldr\ 

Für ein Flächenelement , das r enthält, ergeben sich die 
Componenten in derselben Weise. Sind a^ ß, y die Winkel^ 
welche die Normale des Flächenelementes mit den Axen bildet, 
so ist 

P= Xacosa + 2 fA{d*(pl dx^.coQ cc + d*(p I dxdy.cosß 
+ d^fp Idxdz.cosfj. 

Beachtet man, dass in diesem Falle 

cosa.x/r + cos /S.y/r + cos y.2r/r = 

ist und benutzt man die oben f&r die Differentialquotienten 
gegebenen Ausdrücke, so wird 

P= {Xa + 2fAlr.d(p ldr)cosa. 

Q nnd X ergeben sich, indem man a bezw. mit ß und y yer- 
tauscht Die auf das Moment wirkende Hauptspannung JB ist 
denmach 

(g) £= Xa + 2filr.d(pldr. 
Nach (d) und § 15 (1) ist 

V*9? = llr,d^{r(p)dr^ = a 
und also 

(h) rfy/rfr = \ar + bjr^', d^q>ldr^ = i« - 2Ä/r». 

Aus (f) und (g) folgt, dass 

^ = (* + *A*)« - 4M*/r»; B^{X + ifi)a + 2|iÄ/r». 

Für r = r^ ist -4 = — pj und ftr r = r^ ist -i = — ;?,, also 
haben wir 

a = 3 / (3Ä + 2,*) . O^jr,» - p,r^')l{r,» - r^'), 

*=l/4^.(;,i-ft)V.r,»/(V-0 

imd femer 

^ = (Pi'-x* -;',r,»)/(r,» - r,») - (;,, -p,) r,'r,»l{r,> - r,») . 1 /r», 

^ = ^P^r,' -ftr,»)/(r,»-r,») + i(p, -ft) r,»r.»/(r,«-r,^. 1/r'. 
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§ 32. Torsion. 

Die Axe eines Ereiscylinders falle mit der z-Aze zu- 
sammen; der Ereis, in welchem die xy- Ebene den Cylinder 
schneidet, sei die Endflache des Cylinders und werde fest ge- 
halten. Ein Punkt im Abstände r von der Axe beschreibt 
bei der Torsion einen Kreisbogen rtp, der parallel mit der 
xy- Ebene ist und dessen Centrum in der z-Axe liegt. Der 
Winkel fp ist bei einer einfachen Torsion dem Abstände des 
Punktes von der :ry- Ebene proportional, sodass 9?== Ar ist. 
wo k eine Constante bedeutet. Die Verrückung des betrach- 
teten Punktes ist krz und ihre Componenten |, iy, f sind 

(a) |=-Äy^, ri^kxz, f=0. 

Daraus folgt, dass die räumliche Dilatation Q Null ist, d. h. 
bei der Torsion findet keine Veränderung des Volumens statt. 
Femer werden nach § 30 (b) 

^, = 0, i; = o, ^, = 0, 

und demnach wirken keine Normalkräfte auf die Mächen, 
welche den Goordinatenebenen parallel sind. Dagegen ist 

Auf ein zur z-Axe senkrechtes Flächenelement wirken die 
Tangentialkräfte Y^=^ + p^kx und X^ — /uÄy, deren Resultante 
/uÄr sowohl zum Radius r wie zur z-Axe senkrecht ist. 

Durch Anwendung von § 24 (a) gelangen wir zu dem- 
selben Resultat. Wir haben nämlich 

P = — juÄycosy, Q = /u Aar cos y, 

fjLky cos a + fikxcosß. 

Für die Spannung an der Cylinderfläche selbst ist 

cosa = ar/r, cos/? = y/r, cosy = 

zu setzen. Dann wird 

P=0, (2 = 0, Ä = 0. 

Demnach wirkt keine Kraft auf ein Fläckenelemeni, u>elches zum 
Radxus senkrecht ist oder einem Kreiset/linder angehört, dessen 
Axe die z-Äxe ist 

Zur Auffindung der Flächenelemente, auf welche nur 



^ {:::: 
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Normalkräfte wirken , benntzen wir die Oleichimg § 26 (d)^ 
welche im Yorliegenden Falle lautet 

Sind Äy B und C die Wurzeln dieser Gleichung^ so kann man 
setzen 

^ = 0, B = fAkr, C^-fikr. 

Die Winkel zwischen den Axen und der Normalen eines dieser 
Flachenelemente seien a, ß, y, so ist 

S cos cc = — fjiky cosy, Scosß = /uÄarcosy, 
ScoBy = — fiky cos a + fikxcosß. 

Löst man diese Gleichungen mit Bücksicht auf a, ß und y auf, 
80 ergiebt sich, dass die Spannung A =^0 auf ein zum 
Radius r senkrechtes Flächenelement wirkt; während J9 und C 
in den Richtungen zweier Linien wirken, welche zum Radius r 
senkrecht sind imd mit der z-Axe Winkel von 45® bilden. 
B ist mit der Torsion gleichgerichtet, C ist derselben entgegen- 
gesetzt gerichtet. 

Setzen wir nämlich y = und x =^r und betrachten also 
einen Punkt in der Cylinderfläche, welcher in der :rz- Ebene 
liegt, so haben wir 

Scosa = 0, Scosß = fiÄrcosp^, Scosp^ = fi kr cos ß. 

Für 5 = ist y = ßz=:\n] flir S=±fAkr ist a = \n, 
C08/9 = cosy. Da cos*a + cos*/S + cos*y = 1 ist, wird 

cos/9= ±y\. 

Das Moment M der Kräfte, welches zur Torsion des 
Cylinders erforderlich ist, wird 

B 

M=i f IAkr.2nrdr .r, 



▼0 B der Radius des Cylinders ist Man hat 
M=:^\i%lJLkB^^n(piiR^j2l, 
wenn / die Länge des Cylinders und q> der TarsianswMel ist. 
Der Factor von q> 

lieisst Torsiansmoment x des Cylinders, welches ausser von den 
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Dimensionen des Gylinders nur von einer Elasticitätsconstanten/i 
abhängig ist Ans diesem Gmnde wird fi anch als Thrtians' 
coefficient bezeichnet. 

§ 33. Biegimg. 

Die allgemeine Behandlimg der Biegung eines Prismas 
lässt sich nicht streng durchführen, wir wollen uns auf eine 
angenäherte Berechnung in einem sehr einfeichen Falle ^) be- 
schränken. ABCJ) (E^g. 44) sei das betrachtete Prisma, dessen 
lAngsrichtung horizontal ist und mit der Axe Ox zusammen- 
fällt. Die Axe Oz ist senkrecht nach oben gerichtet, die Axe 

Oy ist also auch horizontal. Nach 
der Biegung befindet sich der Schnitt 
AB in Ä'B'^ welcher mit AB in 
derselben Ebene liegen möge. Ein 
anderer ebener zur Axe senkrechter 
Schnitt FG gelangt in Folge der 
Biegung nach F'G'\ wir setzen vor- 
aus, dass der Schnitt F'G' auch 
eben ist und dass die Ebene F'G' 
die Ebene A'B' in einer durch P 
gehenden horizontalen Linie schnei- 
det. Diese Schnittlinie soll allen 
zur Axe des Prisma senkrecht ge- 
legten Schnittebenen gemeinsam sein. 
Die Theile des Prisma, welche sich ursprünglich in OQ be- 
fanden, liegen nach der Biegung in OQ', welches wir als 
Kreisbogen mit dem Mittelpunkte in P betrachten wollen. 
Eine solche Biegung heisst eine circulare. Alle Linien im 
Prisma, welche ursprünglich parallel mit der jr-Axe sind, 
werden zu Kreisbogen, deren Mittelpunkte in der durch P 
gehenden Geraden liegen. 

Ein beliebiger Punkt M des Schnittes AB hat ursprünglich 
die Goordinaten 0, y, 2:, nach der Biegung sind dieselben 0, 
y + %j z + ^. Dieselben Veränderungen gehen in den übrigen 
Querschnitten Yor, z. B. in FG. Ein Punkt M' in FG^ welcher 




Fig. 44. 



') Barre de Saint-Venant, Mem. pr^. par div. Savants. T. 14. 
PariB 1856. 
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ursprünglich die Coordinaten x^ y^ z hatte, hat nach der 
Biegimg die Coordinaten ar + |, y + tjj z + C» Wir setzen 
-^ OPQ' = y, OP^ Q und ausserdem OQ = OQ', was erlaubt 
ist, da es stets eine Linie giebt, welche bei der Biegung ihre 
Länge nicht ändert, und da wir noch keine Annahme über 
die Lage der x-Axe gemacht haben. Wir erhalten also 

^ + l = {e + ^ + So)8iii9'> 

^ + f = ^ + So - (e + ^ + So)(i - <^8?p)- 

Ist Q sehr gross im Vergleich za x, z und ^, so kann man 
setzen 

siny? = x/q; 1 — cos 9) = x*/2p* 
nnd 

(a) ^ = xzIq, n^%y f =S;,-arV2(). 

Man kann nun % und ^ so bestimmen, dass alle Span- 
nongscomponenten mit Ausnahme von X^ verschwinden und 
denmach setzen 

1. J. = Ä© + 2/uz/p = *; 4. Zy = fJL{dColdy+dvoldz)^0, 

2. r^ = Xe + 2fidfjJdy^0, 5. Z, = MÖS,/öx = 0, 

3. ^,=A© + 2/wöS;,/ö;? = 0, 6. Y^^fAd%ldx = 0. 
Femer ist 

Aus 2. und 3. ergiebt sich 

(b) dvoldy^dColdz = -^\l/{l + fi).zlQ. 

Durch Vergleichung von (b) mit § 29 (d) ergiebt sich, 
dass die Quercontraction sich zur Längendilatation wie -J-A zu 
1 + fi verhält oder wie A : 1. Da femer tj^ und ^ nicht von 
X abhängen, so ist nach (b) 

%==-kyzlQ+f{z), ^^^kz^l2Q+g(y), 

wo f und g zwei unbekannte Functionen bezeichnen. Nach 
(4) ist 

und demnach f {z) = c, wo c eine unbekannte Gonstante ist 
HienuiB folgt, dass 

CkriitiftBieii'Mflller, PhTsik. 8 
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f{z)^cz + c\ g{y) = ky^l2Q^cy + c' 

und ferner 

%=- ^y^lQ + cz + c'\ ^^k (y* - r«) / 2(> - cy + c". 

Im Punkte oder für y = z = sind %=0 und ^ = 
und demnach müssen auch c' = und c" == sein. Da das 
Prisma sich nicht um die ^-Axe bei der Biegung dreht, so 
muss fbr y = auch % = sein und demgemäss ist c = 0. 
Wir erhalten also 

(c) n,^-kyzlQ, S, = Ä(y^-z>)/2(> 
und femer nach (a) 

(d) l^xzJQ, n^^kyzJQ, f=Ä(y«-z*)/2o-TV2p. 

Diese Werthe f&r |, iy und f befriedigen die Gleichungen 
§ 30 (c), da nach Voraussetzung X= 7=^=0 ist. Die 
Gleichungen 1 — 6 zeigen, dass die Gleichgewichtsbedingungen 
erfüllt sind. Aus (1) und (b) ergiebt sich, dass 

A; = S = (3ä/u + 2/u«)/(A + m).Wp 
ist. Führen wir nach § 29 (d) den allgemeinen Elasticitäts- 
coefßcienten E ein, so ist 

(e) S^Ezl(), 
Die Resultante R der Kräfte S ist 

(f) R^EJQ.fz.dydz, 

welche gleich Null ist, wenn die ar-Axe durch den Schwerpunkt 
des Prisma geht. Setzen wir dieses voraus und bestimmen wir 
dann das Moment M der Kräfte S in Bezug auf eine horizontal 
durch den Schwerpunkt gehende Linie, so vrird 

M^ fSzdydz = E j q . f z^dydz ^ EJ j q, 

wo J das Trägheitsmoment des Schnittes ist. Um das Prisma 
so zu biegen, dass eine Axe durch den Schwerpunkt des Prisma 
in einen Kreisbogen mit dem Radius q übergeht, muss auf 
jede Endfläche eine drehende Kraft vom Momente M wirken: 
die Axen der Drehkräfte stehen zur Kreisebene senkrecht, 
sind aber nach entgegengesetzten Seiten gerichtet. 

Bei der Biegung erfahrt der Querschnitt im allgemeinen 
eine merkbare Veränderung. Da die Theile auf der convexen 
Seite des Prisma ausgedehnt, die Theile auf der concaven 
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Seite zusammengedrückt werden, so ziehen sich die ersteren 

in den Bichtnngen der y- und r-Axe zusammen, die letzteren 

dehnen sich aus. Ist z. B. der Querschnitt ein Eechteck 

ABCD wie in Fig. 45, so nimmt dasselbe die Gestalt A'B'C'D' 

an. Die beiden ursprünglich ebenen 

Flächen, deren Projectionen in der 

Figur durch AB und CD dargestellt 

sind, gehen in doppeltgekrümmte 

Flächen über. Ä'B' und CD' können 

als Kreisbogen mit dem Mittelpunkt 

E betrachtet werden, während A' D' 

und B'C gerade Linien bleiben, die 

sich in E- schneiden. Ä'ß' und B' C 

behalten ihre Länge, während AB 

verkürzt und CB verlängert wird. 

Ist z^\BC^ so ergiebt sich aus der 

Bedeutung von k (vergl. § 29), dass 

A'B'=:AB{l-kzlp), C'D'=^CD{\ + kz I q). 
Ist OJE = p', so wird 
^'^7C'i>'=(p'-z)/(o'+z) = (l-Äz/p)/(l + Äz/p), 
woraus p = ä p' folgt. 

Diese Beziehung hat man zur Bestimmung von k für Glas- 
prismen angewandt. 




Fig. 45. 



§ 34. Die Bewegungsgleichnngen eines elastlBchen Körpers. 

Die Besultante, mit welcher die elastischen Kräfte auf ein 
unendlich kleines Volumenelement dv eines elastischen Körpers 
in der Richtung der :r-Axe wirken, ist nach § 25 

{dXJdx + dXJdy + dXJdz)dv, 

Wirken ausserdem anziehende oder abstossende Kräfte, deren 
Componente in der Richtung der or-Axe X ist, so wirkt auf 
das Element ^v in derselben Richtung noch die Kraft X.(/t;.(>, 
wenn q die Dichte des Körpers ist. Die o:- Componente der 
wirkenden Kräfte ist demnach 

{dXJdx + dXJdy + dXJdz + QX)dv. 

Ist diese Resultante nicht Null, so findet in der Richtung 
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der x-Axe Bewegung statt, und die dem betrachteten Theil- 
chen des Körpers in der Zeiteinheit mitgetheilte Bewegungs- 
menge ist 

Qdvd*{x + i) I dt^ :=: gdvd^il dt*, 

wo t die Zeit bedeutet. Demnach ist 

Qd^^jdt* = dX^jdx + dXJdy + dXJdz + qX. 

Werden die Spannungscomponenten durch |, 17 und ^ nach 
§ 30 (b) ausgedrückt, so ergeben sich die Gleichungen 

(a) ()| = (X4-M).öe/öx + iuV*| + p^. 
Die Gleichungen f&r t/ und ^ lauten ganz ebenso. 

I Entsprechend § 30 (e) nehmen die Gleichungen (a) die 
Form an: 

(b) ei^{X + 2fA).deidx + 2,A{dkJdz^dkJdy) + QX. 

Hat die Kraft, deren Componenten X, ¥ und Z sind, ein 
Potential, ist also 

X«-ö«P/öx, 7«~öV/öy, Z^^dV/dz, 

so ergiebt sich durch Differentiation der Gleichungen (b) bezw. 
nach X, y, z und durch Addition 

(c) p = (A + 2fA) V* © - e V* 9^. 

Im Folgenden setzen wir voraus, dass keine äusseren 
Kräfte wirken; dann sind die Componenten X, Y, Z Null. 
Dadurch fällt v' V ans der Gleichung (c) heraus. 

§ 35. Ebene Wellen in einem unbegreniten Körper. 

Diese Bewegung hat Lam^^) in folgender Weise behandelt 
Eine ebene Welle pflanze sich in einer Richtung fort, welche 
mit den Axen die Winkel cc, ß,y bildet; die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit sei F. Die Schwingungsrichtung bilde mit den 
Axen die Winkel a, b, c. Ist m der Abstand eines Punktes 
von seiner Gleichgewichtslage, U die Amplitude und I die 
Schwingung sdaueTy so kann der Schwingungszustand im Anfangs- 
punkte ausgedrückt werden durch 

M= Ucos{2ntlT). 
1) Lam6, Theorie de r^lasticit^. p. 188. Paria 1866. 
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In einem willkürlichen Punkte, dessen Coordinaten x, y, z 
sind, ist 

(a) «=yco6{2;./y.(f- <^'^°-^»7^ + *'^r> )}. 

Wir haben femer 

(b) I = M cos a , ti = u cos b, ^ = m cos c. 

Wird der Winkel zwischen der Schwingungs- und Fort- 
pflanzungsrichtung mit (p bezeichnet, so ist 

cos 9? = cos a cos a + cos Ä cos /? + cos c cos y . 

Wir setzen der Etlrze wegen 

und erhalten 

e = 2nslTF.cos(p, de/dx^ - 4n^u I T^F* .cosacoB^, 

V*|= -4^>tt/2'«r*.cosa, 1 = - 4;i«t£/r».cosa. 

Mit Hülfe dieser Beziehungen und der entsprechenden 
für fi und ^ erhalten wir aus § 34 (a) 

(A + ju) cos a cos 9? + (ju — p r^ cos a =a 0, 

(c) (^ + /ti) cos ß co8*9? 4-(ju — pF^cosi = 0, 
(X + /tt) cos y cos y 4- (ju — p F^ cos c =0. 

Werden diese Gleichungen bezw. mit cos«, cos/9, cosp^ mu^ 
tiplicirt und dann addirt, so ergiebt sich 

(X + 2(1 — QF^coBtp^O. 

Wir haben also entweder 

(d) (e) p r* = Ä + 2 jii oder cos 9p = 0. 
Im ersten Falle lauten die Oleichungen (c) 

cosa = cosfl^cos9>, cosi = cos/Jcosqp, cosc = cosycosqp. 

Werden die rechten und linken Seiten dieser Gleichungen 

qoadrirt und addirt, so ergiebt sich 

(f) cos' 9 = 1, 

woraus folgt , dass entweder 9^ = oder <p = n ist. Die 

Schwingungen erfolgen also in der Fortpflanzungsrichtung, oder 

sie sind Longitudifudschvoingungen. Im zweiten Falle ist da- 



118 Zweiter Abschnitt 

gegen 9> = -J-^, d. h. die Schwingungen erfolgen senkrecht za 
der Fortpflanznngsrichtnng und heissen TransverscJschwinffungen. 
ZanffitudmcJschwinffunffetL Die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit ii Äir diese Schwingungen ist durch (d) bestimmt 



(g) , Q=y(X + 2fi.)lQ. 

Demnach findet Verdichtung und Verdünnung statt, da 

Zur Bestimmung der Spannungen nehmen wir an, dass 
die Welle sich in der Richtung einer der Coordinatenaxen, 
etwa der z-Axe, fortpflanzt. In diesem Falle ist 

1 = 0, f; = 0, C=^Ucos[2nlT.{t'-zlQ)]. 

Nach § 30 (b) sind sämmtliche Tangentialkräfte Null, die 
Normalkräfte sind 

(h) X^^Y^^2nXITQ.UBm{2nlT.{t^zlQ)l 

(i) Z^^ 2n{X + 2 fi) I Tii. Usm{2 n I T.{t'-z I ii)}. 

Transversalschwingungen. Die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit CD ergiebt sich aus (c) 

(k) (O := ^/JTq. 

Da für diese Schwingungen cos 9? = ist, so wird auch = 0, 
d. h. es finden weder Verdichtungen noch Verdünnungen statt. 
Bewegt sich die Welle in der Richtung der z-Axe und sind 
zugleich die Schwingungen mit der :r-Axe parallel, so ist 

^ = UcoB[2nlT.{f-zl(ü% iy = 0, f = 0. 

Alle Spannungscomponenten verschwinden mit Ausnahme der 
Tangentialkraft Z^. 

(1) Z^^ 2n iJi I T(o . UBm\2n I T.{t'' z I (D)\. 

In einem festen Körper können also zwei verschiedene 
Wellenbewegungen auftreten, die sich mit verschiedenen Ge- 
schwindigkeiten ß und tt> fortpflanzen. Nach den Formeln (g) 
und (k) ist die Geschwindigkeit Si der Longitudinalschwingungen 
immer grösser als die Geschwindigkeit <a der Transversal- 
schwingungen. In den Flüssigkeiten und Gasen treten nur 
Longitudinalschwingungen auf, da ftlr diese Körper /ti = ist. 
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Für die Gase ist nach § 29 (g) i = P, und demnach ist 
die Schallgeschwindigkeit £i in der Lnft 

(m) fl = yp7^. 

Hier mnss P in absoluten Einheiten ausgedrückt werden. 
Nach Begnault ist die Dichte der atmosphärischen Luft in 
Paris bei einem Drucke von 76 cm Quecksilber und bei einer 
Temperatur von 0<^ C. gleich 0,0012 932. Da die Beschleu- 
nigong der Schwerkraft in Paris 980,94 beträgt, so ist der 
Luftdruck auf ein Quadratcentimeter gleich 76.13,596.980,94 
in absoluten Einheiten. Demnach ist die Dichte p der Luft 
bei einem Drucke P in absoluten Einheiten auf ein Quadrat- 
centimeter 

(n) p = 0,001 293 P/ 76 . 13,596 : 980,94 = P. 1,2759 . lO"«. 
Mit Berücksichtigung dieses Werthes wird 
ß = 27 996 cm 

oder nahezu 280 Meter in der Secunde bei 0^ C. Lufttempe- 
ratur. Da die Dichte der Luft bei t^ C. 

() = P. 1,2759. 10-» /(l +€ct) 
ist, so wird die Schallgeschwindigkeit bei t^ 

ß= 27 996/1/1 + at, 

wo a der Ausdehnungscoefficient 0,00 366 der Luft ist. Die 
aus der Theorie sich ergebenden Resultate stimmen nicht mit 
den durch die Versuche gefundenen. Die Beobachtungen 
zeigen, dass ß etwa 330 ist. Der Grund, warum Theorie und 
Beobachtungen nicht übereinstimmen, wird später in der 
Wärmelehre besprochen werden. 

Die Schallgeschwindigkeit im Wasser ergiebt sich in 
gleicher Weise. Zunächst ist für Wasser bei 15<^ C. X = 2,22 . lO^**. 
Bei derselben Temperatur ist p = 0,999 173, und also wird 

ß= 149 060 cm. 

CoUadon und Sturm fanden bei ihren Versuchen über die 
Schallgeschwindigkeit im Genfersee bei 8,1® C. ß = 143 500 
Centimeter; der Unterschied zwischen dem beobachteten und 
berechneten Werth erklärt sich durch den Temperaturunter- 
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schied; da l für Wasser rasch wächst mit steigender Tem- 
peratur. ^) 

üeber die Wellenbewegung in grossen Metallmassen sind 
keine Versuche angestellt, dagegen ist die SchaUgeschwindig- 
keit in einem Metalldrahte bestimmt worden. In einem solchen 
Körper pflanzt sich jedoch der Schall mit einer anderen Ge- 
schwindigkeit fort wie in einer unbegrenzten Masse. Ist der 
Draht parallel der r-Axe und wird nur die Bewegung der 
Theilchen in der Richtung dieser Axe berücksichtigt, so ist 
nach der üblichen Bezeichnungsweise die Spannung Z^ im Ab- 
stände z von der jry-Ebene 

Z^^EdCldz. 
Im Abstände {z + dz) ist die Spannung 

^. + dZJdz.dz = E(dZldz + d^^jdzKdz). 

Auf ein Stück des Drahtes von der Länge dz und dem 
Querschnitte Ä wirkt demnach eine Erafk 

ÄEd^Cjdft^.dz. 

Die Bewegungsgleichung lautet 

QA.dz.};=^ÄEd^^ldz^.dz 
oder 

(0) ^=r«ö>f/öz>, 

wo r = y EJQ ist. Das Integral der Differentialgleichung (o) 
lautet 

(P) f = cos{2^/?.(^-z/r)j; 

die Fortpflanzungsgeschwindigkeit F ergiebt sich aus der 
Gleichung (p). 

Nach den Untersuchungen von Wertheim stimmt die 
nach (p) berechnete Geschwindigkeit hinreichend genau mit 
der beobachteten überein. 

§ 36. Andere Wellenbewegungen. 

Kugelförmige WeUen. Wir untersuchen die Verhältnisse, 
unter welchen sich kugelförmige Wellen in einem unbegrenzten 
elastischen Körper ausbreiten, wenn die Schwingungsrichtong 



*) Pogliani und Vicentini, Wied. Beibl. Bd. 8. 8. 794. 
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für alle Theilchen durch denselben Punkt geht, welcher der 
CoordinatenanÜBkngspunkt sein soll. Gleichwie in § 81 (b) 
setzen wir 

(a) i==d(pldx, i7 = Ö9/öy, Z^^dcpjdz, 

wo <p eine unbekannte Function Ton t und vom Ä.bstande r 
des betrachteten Punktes vom Coordinatenan£angspunkte ist. 
Die Bewegungsgleichungen § 34 (b) ergeben 

(b) 9> = ß»V>. 

Im vorliegenden Falle können wir nach § 15 (1) 
V*9? = l/r.ö>(r9?)/ör» 
setzen, und demnach ist 

(c) ö« {T(p) jdt^^ Si^d^ {np) I dr\ 
Dieser Gleichung genügt 

(d) 9? = a/r.cos{2?r/r.(f-r/fl)}, 

wo a eine Constante ist und T die Schwingungsdauer bedeutet. 
Der Abstand u eines Punktes von seiner Gleichgewichtslage ist 

M = öy/ör==-a/r».cos{2?r/r.(^-r/ß)} 
4-2 7ra/J5r.sin{2 7r/r.(^-r/ß)}, 

wo Ä = fl T. Ist r sehr viel grösser als die Wellenlänge, so 
kann man das erste Glied auf der rechten Seite fortlassen 
und hat 

t£ = ii/r.sin{2^/r.(f-r/ß)}. 

Wir erhalten also eine Wellenbewegung mit kugelförmigen 
Wellen, die sich mit der Geschwindigkeit ß fortpflanzen. 

Da die Ausdrücke (a) den Bewegungsgleichungen genügen, 
wenn q> den in (d) angegebenen Werth hat, so werden diese 
Gleichungen auch erfbllt, wenn (p durch dtpjdx oder durch 
einen anderen in Bezug auf eine oder mehrere Coordinaten 
genommenen Differentialquotienten ersetzt wird. 

TbrnoTisscktDznffunffeTL Die Axe eines Kreiscylinders falle 
mit der z-Axe zusammen und die Theile desselben schwingen 
in Kreisbogen um dieselbe Axe. Die Gomponenten der Ver- 
rückung eines Theilchens aus der Gleichgewichtsstellung können, 
wie in § 32 (a), ausgedrückt werden durch: 

(e) |=-9y» rj^V^y f=0, 
wo q> eine Function von z und der Zeit t ist. 
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Nach § 28 (e) ist Ö = ; Verdichtung und Verdünnung 
finden also nicht statt. Die Bewegungsgleichungen lauten 
nach § 34 (a) und 35 (k) 

woraus sich wiederum ergiebt, dass 

(f) ^ = Q>«öV/öz*. 
Diese Gleichung wird erfüllt durch 

(g) 9) = asin{2 9r/y.(/-z/ö?)}, 
woraus folgt, dass 

ö> = y/Ä7p 

die Geschwindigkeit ist, mit welcher sich eine Wellenbewegung 
in der Richtung der Cylinderaxe fortpflanzt. Die Spannongs- 
componenten sind nach § 30 (b) 

wo 

^ = 2 7ia I To). cos{2n IT. {t-zlo))} 

ist. Alle übrigen Spannungscomponenten sind Null. 

Ist der Cylinder begrenzt, so können stehende Schwingungen 
in demselben auftreten, d. h. solche, bei denen bestimmte 
Stellen, Knoten, in Ruhe sind, während auf beiden Seiten eines 
Knotens die Schwingungsphasen entgegengesetzt sind. Die 
Schwingungsweite ist in der Mitte zwischen zwei Knoten, an 
den Bäuchen, am grössten. Die stehenden Wellen bilden sich, 
wenn fortgesetzt Wellen an einer Stelle in der ursprünghchen 
Richtung zurückkehren. Um die Schwingungsdauer T fftr diese 
Schwingungen zu finden, bemerken wir, dass die Gleichung (f) 
nicht allein erfüllt wird durch den Ausdruck (g), sondern 
auch durch 

(p=^bBm[2nlT.{t+ zloj)] 

und allgemein durch 

^=^JSsin2ittlT.cos{27iz/T(o) + Ccos{2ntlT).sm{2nz I Toi], 

wo JS, C und T Constante sind. Sind die Punkte fest, für 
welche z = ist, so muss 

(i) 9> = CcoB{2ntlT).sm{2nzlT(o) 

sein. Ist / die Länge des Cylinders und sind auch die Punkte 
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fest, für welche z = l ist, so muss 9 = für z == l sein, 
imd ako 

27tllT(0=^p7t, 

wo p eine ganze Zahl ist. Demnach wird 



T^2llpa,^2llp.Y^. 

Ist dagegen das eine Ende der Stange frei, so ist 

r, = J. = für z=^L 
Da 

X, = — iiy.d(fjdzj r^ = + fix.dif Idz 

ist, 80 muss also d(p I dz = sein. 

In diesem Falle ist nach der Gleichung (i) 

27tllT(o==\{2p + l).:;r, 

wo p eine ganze Zahl ist. Daraus ergiebt sich, dass 



T=4ll{2p+l).-}/Qlp, 
ist Sind beide Enden der Stange frei, so ist 



T=.2llp.yQlfi. 

§ 37. Schwingende Saiten. 

Obgleich das Problem der Bewegung schwingender Saiten 
nur in einem losen Zusammenhange mit der Elasticitätslehre 
steht, so soll doch ein einfaches Beispiel dieser Bewegungen 
hier behandelt werden. Zwischen zwei festen Punkten Ä und 
B ist eine vollkommen biegsame Saite ausgespannt. Ist P die 
Spannung in der Saite, Iq die Länge der Saite vor der Span- 
nung, / die Länge derselben während der Spannung, so ist 

wenn mit F der Querschnitt der Saite und mit ü der Elasti- 
citätscoefficient bezeichnet wird. Die Saite sei nur wenig aus 
ihrer Gleichgewichtslage entfernt, d. h. der geraden Linie, 
die A und JB verbindet; die neue Form der Saite sei mit 
ACDB bezeichnet. Bei dieser Deformation hat die Länge 
der Saite die Vergrösserung 

dl^dP.l^lFE 
erhalten. Dabei wird vorausgesetzt, dass dP unendlich klein 
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ist im Vergleich zu P, sodass man die Spannung überall in 
der Saite gleich P setzen kann. 

Der Einfachheit wegen möge sich die Saite beständig in 
derselben Ebene, etwa der xy- Ebene bewegen. Ä sei der 
Coordinatenanfangspunkt, B liege auf der or-Axe im Abstände 
/ von Ä entfernt. In einer beliebigen Lage der Saite befinde 
sich C von Ä entfernt in dem Abstände «, welcher längs der 
Saite selbst gemessen wird. D befindet sich von A im Ab- 
stände 8 + ds. Die Spannungscomponenten in C sind bezw. 
in der Richtung der x- und y-Axe Pdxjds und Pdyjds. 
Für den Punkt D sind dieselben Componenten 

P{dxlds + d*xldsKds) und P{dy /ds + d^y I ds*.ds). 

Auf das unendlich kurze Stück CD der Saite wirkt also in der 
Richtung der x-Axe die Kraft Pd^x jds^.ds und in der Rich- 
tung der y-Axe die Kraft Pd^y /ds^.ds. Entfernt sich die 
Saite nur sehr wenig aus ihrer Gleichgewichtslage, so können 
wir s = X setzen; die x-Componente fällt dann fort und die 
einzelnen Theilchen der Saite schwingen senkrecht zur x-Ane. 
Ist 771 die Masse der Längeneinheit der Saite, so lautet die 
Bewegungsgleichung 

m.ds.p^P.d^yldx^.ds 

oder, wenn ma^^P gesetzt wird, 

(a) y^a^d^yjdxK 

Zur Integration dieser Differentialgleichung setzen wir 

(b) y == A^ cos {nnatll),sm{n7txl /), 

wo n eine ganze Zahl ist. Für j: == und ar =» / wird y = 0. 
Für ^ = ist ausserdem 

y = AnSm{nnxll); 
die Saite hat also ursprünglich die Gestalt einer Sinoslinie. 
Ist im allgemeinen Falle die ursprüngliche Gestalt der 
Saite durch die Gleichung 

gegeben, so muss 

/•(ar) = A^%va{7txll)+ A^sia{2nx / 1) + A^sm{Snx f l) -^ ..- 
sein. Die Coefificienten A^, ^, ^... werden in folgender 
Weise bestimmt. Das allgemeine Glied der Reihe sei A^ sin n^p« 
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wo f^nx/l ist Werden beide Seiten der letzten Gleichung 
mit sinn 9) mnltiplicirt, so ergiebt sich 

f{l(p l%)smnip ^ Ä^siüipBinnfp + J^mi2q>Bmn(p + ... 
+ Ä^ sin* « y + . . . 

Wird femer mit d^p mnltiplicirt und integrirt zwischen 
den Grenzen und Uj so ist 

Jf{lq>jn)%inntp.dtp = Anjsin^n(pdq>. 


Sind nämlich m und n Ton einander Yerschieden, so ist 



Da aber 

J%m^nq>dq> ^ \n 

ist, so wird 

(c) Ä^ = 2 jn . f f{lfp I n)smnfp d(p = 2 f L J f {x)sixi{nnx / l).dx. 


Wurde z. B. die Saite ursprünglich ans ihrer Gleich- 
gewichtslage dadurch entfernt, dass ein Punkt derselben im 
Abstände p von dem einen Ende ^ um die Strecke h in der 
Richtung der y-Axe fortbewegt wird, so ist 

f{x):=kxlp für 0<x</>, 
aber 

A*) = *(/-*)/(/-/>) &ii p<x<L 

Demnach ist 

p i 

^, = 2//. J — .sm-j-.rfar + 2//. J -y— — ^.sm— p.rfar 

p 

and also 

4. = 2A/V;^ (/-;,). (sin ^-^)/«>^^ 
Wir erhalten für y 

y«2a>A/(a-.l)7r*.[l/l>.sin-^.sin^.cos^^ 

+ 1/2*. sm — .sm-y-.cos — ^ 1- ...J, 
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wo a = l/p ist. Wird die Saite in der Mitte angeschlagen, 
so ist a = 2 und 

y = 8h/n* mn~ .cos ~. l/3*.sin -p.cos — h ...|. 



§ 38. Potentielle Energie der elastischen Körper. 

Bei der Veränderung der Gestalt eines elastischen Kör- 
pers wird Arbeit verbraucht, und diese ist im Körper zunächst 
als potentielle Energie aufgespeichert, fiJls derselbe voll- 
kommen elastisch ist, was vorausgesetzt werden soll. Die zur 
Herstellung einer bestimmten Formveränderung erforderliche 
Arbeit ist gleich der potentiellen Energie des Körpers und 
kann in folgender Weise bestimmt werden. In einem Punkte 
des Körpers mögen die Hauptspannungen Ä\ B' und C sein; 
um den betrachteten Punkt herum wird ein Parallelepipedon 
construirt, dessen Kanten u, v und w den Hauptspannungen 
parallel sind. Uj v, w sollen unendlich klein sein. Infolge der 
Spannungen werden die Kanten des Parallelepipedon verlängert. 
und es wächst m zu w (1 + a'), v zu v (1 + b') und w zu w (1 + v') 
an. Nach § 29 (e) ist 

Ä' = Aö' + 2/ia', B' = XQ' + 2/i*', C = Aö' + 2/ic'. 

Elrfahrt das Parallelepipedon eine unendlich kleine Formver- 
änderung, indem a', b' und c bezw. die Vergrösserungen da, 
dV und de erfahren, so werden die Kanten verlängert um 
%ida\ vdb'j wdc\ In den Richtungen der Kanten wirken die 
Kräfte vwÄ% uwB% uvC Die von den Spannungen bei der 
Formveränderung geleistete Arbeit ist demnach 

[A'da' + B'dV + Cdc')uvw 
= [W d& + 2(i{a' da' + b' dV + c' dc'))uvw, 

da 0'=a'+^' + c' ist. 

Um dem Parallelepipedon eine Formveränderung zu er- 
theilen, die durch die Dehnungen a, b, c bestimmt wird, ist 
die Arbeit 

|(ä0» + 2/i(a» + *» + c*))uvw 

nöthig. Setzen wir dv für den Inhalt uvw des ParallelepipedoD. 
so ergiebt sich für die potentielle E^nergie E^ des ganzen Körpers 
(a) E, = i/(A0> + 2 ^ (a« H- Ä» + c»)) dv. 
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Führen wir nach § 29 (e) die Hauptspannungen Aj B und C 
ein, so wird 

(b) E^^\f[{Ä + B+CflE^{ÄB+ BC+CJ)lf,}dv, 
Mit Hülfe dieser Gleichung (b) kann man auch die potentielle 
Energie bestimmen durch die Spannungs- und Dehnungs- 
componenten. Wir beschränken uns darauf, folgende Beziehung 
anzufahren 

(c) E, = J./(A>, + i;y^ + Z^z^ + 2Z^z^ + 2A>, + 2 i;yj dv, 
aus welcher die übrigen leicht abgeleitet werden können. 



Galilei hat zuerst Betrachtungen über die elastischen 
Eigenschaften der Körper angestellt; seine Besultate sind je- 
doch nicht richtig. Die physikalische Grundlage für die 
Elasticitätslehre gab Eobert Hooke, welcher 1678 ein Buch: 
De potentia restitutiva mittheilte, in dem er durch Versuche 
zeigte, dass die Formveränderungen sich wie die Kräfte ver- 
halten. Von anderen älteren Untersuchungen müssen beson- 
ders Mariotte's und Coulomb 's Arbeiten hervorgehoben 
werden. Im übrigen ist die Elasticitätstheorie hauptsächlich 
von den französischen Mathematikern Cauchy, Poisson, 
Lam6, Barr6 de Saint-Vönant u. a. m. entwickelt worden. 
Die Theorie der Spannungscomponenten in der hier mit- 
getheilten Form verdanken wir Cauchy. Von den ausführ- 
licheren Darstellungen der Elasticitätstheorie sind zu nennen: 
Lam6^ Theorie math^matique de l'^lasticit^ des corps solides. 
Paris 1866. Clebsch, Theorie der Elasticität fester Körper. 
Leipzig 1862. 

Von den wichtigeren neueren Abhandlungen über die 
Elasticitätstheorie heben wir hervor: Boussinesq, Application 
des Potentiel ä T^tude de T^quilibre et du mouvement des 
solides ölastiques. Paris 1885. Barr6 de Saint- V6nant, 
Memoire sur la torsion des prismes. M6m. d. sav. 6tr. T. XIV. 
Paris 1856; Memoire sur la flexion des prismes. Liouville I. 
1856. William Thomson, Elements of a mathem. theory 
of Elasticity. Phil. Tr. London 1856; Dynamical problems on 
elastic spheroids. Phil. Tr. London 1864. 

Weitere Untersuchungen über die Theorie der Elasticität 
sind in späteren Jahren von W. Voigt angestellt worden. 
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Gleichgewicht der flüssigen KSrper. 

§ 39. GleiehgewichtsbedingiuigeiL 

Der Hauptunterschied zwischen den festen Körpern einer- 
seits und den tropfbar flüssigen und gasförmigen Körpern 
andererseits besteht darin, dass die letzteren nicht wie die 
ersteren einen grossen Widerstand gegen Formverandenmgen 
leisten, wenn sie auch einen Widerstand den Volumenver- 
änderungen entgegensetzen. Es ist freilich eine Kraft erfor- 
derlich, um die Gestalt einer Flüssigkeitsmasse zu yerändem, 
aber der von der Flüssigkeit geleistete Widerstand richtet sich 
nach der Geschwindigkeit, mit der die Formveränderung Tor 
sich geht, und wird unendlich klein, wenn die Formverände- 
rung sehr langsam vollzogen wird. Wir setzen voraus, dass 
die Bewegung, durch welche der Gleichgewichtszustand er- 
reicht wird, sehr langsam vor sich geht und dürfen daher in 
der Hydrostatik annehmen, dass die Flüssigkeit gar keinen 
Widerstand gegen Gestaltsänderungen bietet, wofern diese nicht 
von Yolumenänderungen begleitet sind. 

Jede unendlich kleine Gestaltsänderung eines unendlich 
kleinen Theiles des Körpers kann nach § 28 betrachtet werden 
als hervorgebracht durch die Dilatationen a, by c der Längen- 
einheit in drei zu einander senkrechten Richtungen. Die 
Strecken tc, o, tr in diesen drei Richtungen werden u{l +a\ 
r (1 + b) und tr (1 -f c). Sind A, B und C die entsprechenden 
Normalkräfte pro Flächeneinheit, von denen A auf die Fläche 
VW wirkt, während B und C bezw. auf die Flächen uw und uv 
wirken, so ist die von den Normalkräften bei der erwähnten 
G^taltsänderung geleistete Arbeit 

Avwua + Butovb + Cu vwc 
oder 

{Aa + Bb + Cc) U.V.W, 
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Die betrachtete Gestaltsänderung wird im allgemeinen eine 
Vergrössemng des Volumens zur Folge haben, welche 

uvtD{l + a) (1 + ^) (1 + c) — UVtD 
ist Da tty b und c unendlich klein sind, so wird die Yer- 
grösserung des Volumens bis auf unendlich kleine Grössen 
höherer Ordnung gleich 

{a + b + c)u.v.w. 

Gehen wir von der Annahme aus, dass die von den Kräften 
geleistete Arbeit Null ist, wenn das Volumen nicht geändert 
wird, so haben wir gleichzeitig 

Aa + Bb + Cc = und a + b + c = 0. 

Diese Gleichungen können nur zusammen bestehen, wenn 

Ä^B=^C ist. 

Die für die Spannungscomponenten in § 26 (i) aufgestellten 
Formeln ergeben 

J=:r=^ und ^=0, Z = 0, 7=0. 
Im flüssigen Körper sind also keine Tangentialkräfte vorhanden. 
Gehen wir davon aus, dass die flüssigen Körper nur im 
Gleichgewicht unter der Wirkung von Bjräften sind, die senk- 
recht gegen die Oberfläche gerichtet sind, so gelangen wir zu 
demselben Besultat, dass die Normalspannungen gleich gross 
sein müssen. Wir setzen also 

^y = o, Jr, = o, r, = o 

und erhalten aus § 26 (a) 

P=X^co8a, Q= Y^cosßj -B = ^^cosy. 

P, Q und 2i sind die Componenten der Spannung ftlr eine 
Fläche, deren Normale mit den Axen die Winkel cc, ß und y 
bildet Die ganze in dieser Fläche wirkende Spannung ist 



1/P« + (2« + äS 
die Normalkraft N ist bestimmt durch 

N ^ Pcosa-f Qcos/? + JZcos;'. 
Die Tangentialkraft T ist 

r* = (P« + Q« + ^2) - (Pcosfif + Qcos/? + Äcosy)«. 
Durch EinftLhrung der Werthe von P, Q und R ergiebt sich 

Chriftianseii-Müller, Physik. 9 
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(Z^ _ 7y)» COS« a cos« /? + (!;- Z^'^ cos« ß cos« y 
+ {^, - JQ«cos«acos«;' = 0, 
woraus folgt, dass 

X = r =^z . 

^x -^y "t' 

Aus dem oben angegebenen Ausdruck für N ergiebt sich. 
dass N = X^ ist, d. h. die auf ein innerhalb der Flüssigkeit 
liegendes Flächenelement wirkende Normalkraft ist unabhängig 
von der Stellung des Elementes, 

Berücksichtigen wir nicht die später behandelte Cohäsions- 
kraft der Flüssigkeit, so muss die Normalkraft ein Druck sein; 
wird dieser mit p bezeichnet, so ist für eine Flüssigkeit 

(a) J,= 7^ = ^.= _;,; ^^ = 0, X. = 0, r, = 0. 

Ist Q die Dichte der Flüssigkeit, so lauten nach § 25 (c) die 
Gleichgewichtsbedingungen 

(b) dpldx = QXj dpIdy^QYy dp/dz^^QZ. 

Xj ¥y Z sind die Gomponenten der auf die Masseneinheit 
wirkenden Kraft; q kann als constant in der Flüssigkeit be- 
trachtet werden; bei den Gasen ist p eine Function des 
Druckes. 

Die Gleichungen (b) können auch in folgender Weise ent- 
wickelt werden. Das Parallelepi- 
pedon 00' (Fig. 46) hat die Seiten 

OA==dx, OB^dy, OC=dz, 
Der Druck auf OA' hi pdydz, da- 
gegen auf O'Ä gleich 

{p + dpi dx . dx) dy dz, 
-r, Die Resultirende der beiden Druck- 

kräfte ist der Druck 
Fig. 46. -- dp Idx.dx.dy.dz 

in der Richtung der ar-Axe. Ausser- 
dem wirkt auf das Parallelepiped in derselben Richtung die 
Kraft gXdxdydz. Wir erhalten als Gleichgewichtsbedingung 

{^dpldx+ QX)dxdydz = 0, 

woraus sich die erste der Gleichungen (b) ergiebt. Die beiden 
übrigen werden in ähnlicher Weise abgeleitet. 
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Soll Gleichgewicht vorhanden sein, so muss p den Glei- 
chungen (b) genügen; damit das Letztere eintreten kann, 
müssen wir haben 

I ö{(>Z)/öy = ö((>7)/öx, d[Qr)ldz^d[QZ)ldy, 
^^ \ d{QZ)ldx = d{QX)ldz. 

Diese Gleichungen besteben, wenn eine Function von solcher 
Beschaffenheit existirt, dass 

(d) ö0/öar = ()X, dd^ldy^QY, d^jdz^^QZ ist. 

Die Gleichungen (c) sind die eigentlichen Gleichgewichts- 
bedingungen; sind dieselben erfüllt; so kann;? bestimmt werden. 
Wir haben dann 

dp=^ Q {Xdx + Ydy + Zdz). 
Haben die Kräfte ein Potential t//, sodass 

X= — dxpjdxj ¥=: — drpldy, Z=^ — dxfjjdz 
ist, so ergiebt sich 

(e) dp = — Q dxfj. 

Bei den Gasen ist q eine Function von;?; bei den Flüssig- 
keiten wird Q als constant betrachtet Im letzteren Falle er- 
halten wir dann 

(f) ;? = c - (>t//, 
wo c eine Constante ist. 



§ 40. BeiBpiel des Gleichgewichtes flüssiger Körper. 

Das Gleichgewicht einer Flüssigkeitsmasse, die in einem 
Gefäss enthalten ist und auf die nur die Schwere einwirkt, 
deren Beschleunigung ff ist, kann in folgender Weise bestimmt 
werden. Die Lage der Flüssigkeitstheile sei auf ein recht- 
winkliges Coordinatensystem bezogen, dessen z-Axe senkrecht 
nach oben gerichtet ist; wir haben dann nach der Bezeichnung 
im vorigen Paragraphen 

J=0, r=0, Z=-ff, 
Also ist 

yj=^ffz. 
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Da die Dichte p als constant betrachtet wird, so kann das 
Gleichgewicht unter dem Eünflnss der Schwerkraft eintreten. 
Nach § 39 (f) ist 

p^C-^ffQZ. 

Demnach ist der Druck überall in derselben Niveanfläcfae 
derselbe. 

Wir bestimmen jetzt den Druck in einer FBiseigkeitf welche 
sich in einem Oefass befindet, das sich um eine senkrechte Äxe Ä 
mit canstanter Winkelgeschwindigkeit (o dreht Die Flüssigkeit 
möge sich wie ein fester Körper nm die Axe A drehen mit 
derselben Winkelgeschwindigkeit wie das Gef&ss. 

Anf ein Flüssigkeitstheilchen im Abstände r von der Aza A 
wirkt die Schwere und eine Centrifagalkraft, deren Beschlen- 
nignng co^r ist. Die z-Axe eines rechtwinkligen Goordinaten- 
Systems sei senkrecht nach oben gerichtet tind fiedle mit der 
Drehungsaxe zusammen. Wir haben dann 

Xssco^Xj Y^^fo^yj Z^^g, 

und das Potential ip ist 

Nach § 39 (f) ist der Druck 

p^c + Q^^w^r^-^gz). 
Die Flächen constanten Druckes sind Rotationsparaboloide 
mit der gemeinsamen Axe A. 

Eine dritte Anwendung der Gleichgewichtsbedingungen 
machen wir bei der Bestimmung des Druckes in der Atmo- 
sphäre. Die Schwere sei nach dem Erdmittelpunkte gerichtet; 
ihre Beschleunigung y kann ausgedrückt werden durch 

r^-ga^lr^j 
wo g die Beschleunigung an der Erdoberfläche , a der Erd- 
radius und r der Abstand des betrachteten Punktes Tom Erd- 
mittelpunkte ist. Wir haben dann 

1// = --ga^lr. 
Ist die Temperatur constant, so ist 

e^k.p, 
wo k eine Gonstante ist. Nach § 39 (e) ist dann 
dp ssz ^ k,p d\ff oder log;? = c — A i^. 
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Ist der Drack an der Erdaberfläche p^ und das Potential da- 
selbst tp^j so ist 

und femer 

log (/^o//^) =" ^l-V^ -V'o) * Äi/l«»- - «*)/»'• 
Ist die Differenz r-^a sehr klein im Vergleich zu a, so können 
wir setzen 

log(;>o/p) = *^Aj 
wo A = r — a die Höhe des betrachteten Punktes über der 
Erdoberfläche und k fdr trockene Luft bei 0^ C. gleich 
1,2759.10-» ist 



Vierter Abschnitt. 



Die Beweguii§ flüssiger Körper. 

§ 41. Eolar's Beweg^nagsglelohungen. 

Die Untersuchungen über die Bewegung der Flüssigkeiten 
sind sehr schwierig, und es giebt nur sehr wenige Probleme, 
welche bisher vollkommen gelöst wurden. Im vorliegenden 
Abschnitt wollen wir nur die sogenannten idealen Flüssigkeiten 
betrachten, dabei sehen wir ab von der Beibung zwischen den 
bewegten Flüssigkeitsfheilchen und femer von den Cohäsions- 
ond Adhäsionskräften, die später behandelt werden sollen. 
Wir fügen die weitere Annahme hinzu, dass die Flüssigkeiten 
incompressibel sind. Die Zusammendrückbarkeit der Flüssig- 
keiten ist eben sehr gering. Unter diesen Voraussetzungen 
kömien mehrere Eigenschaften der Bewegung der Flüssigkeiten 
hergeleitet werden; dagegen ist die Behandlung der Bewegung 
luftförmiger Körper äusserst schwierig und hat noch so wenige 
Besultate ergeben, dass wir auf dieselben nicht weiter ein- 
gehen wollen. 

Zur vollständigen Bestimmung der Flüssigkeitsbewegung 
moss sowohl die Bahn eines jeden einzelnen Flüssigkeits- 
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theilchens als auch der Ort des Theilchens in der Bahn zu 
jeder Zeit gegeben sein. Die Coordinaten or, y und z des 
Flüssigkeitstheilchens M müssen als Functionen der Zeit t ge- 
geben sein. 

Leichter ist es von den Geschwindigkeitscomponenten aus- 
zugehen, die je nach den Umständen mit U^ F, W oder mit 
?«, r, w bezeichnet werden sollen. i7, T, W sind die Com- 
ponenten der Geschwindigkeit eines bestimmten Flüssigkeits- 
theilchens; befindet sich das Theilchen zur Zeit ^ in P, und 
zur Zeit t-\- dt m P', so sind U^ T, W die Componenten der 
Geschwindigkeit im Punkte P, dagegen sind 

''+W'". ^+1?'". -^+17^' 

die Componenten der Geschwindigkeit in P'. Der Buchstabe d 
giebt hier den Zuwachs, welchen bezw. i7, Vy W erfahren in 
Bezug auf dasselbe Flüssigkeitstheilchen während der Zeit dt 
Uj Vy w sind jedoch die Geschwindigkeitscomponenten an einem 
bestimmten Punkte des Baumes, wo ein Flüssigkeitstheilchen 
das andere bei der Bewegung ablöst. Sind x, y, z die Coordi- 
naten des betrachteten Punktes, so sind u, o, w die Componenten 
der Geschwindigkeit eines Flüssigkeitstheilchens, das sich zur 
Zeit t im Punkte ar, y, z befindet. Nach Verlauf des Zeit- 
elementes dt befindet sich an derselben Stelle ein anderes 
Flüssigkeitstheilchen, dessen Geschwindigkeitscomponenten 

u + dujdt.dty v + dvjdt.dty w + dtojdt.dt 

sind. Ein Flüssigkeitstheilchen, welches zur Zeit t sich in 
einem Punkte befindet, dessen Coordinaten x + dxy y + dy, 
z + dz sind, hat eine Geschwindigkeit, deren Projection auf 
die X'Axe ist 

u + du I dx . dx + du / dy . dy + du/ dz .dz. 

Ueberhaupt sind u, v, to Functionen von Xy y, z und t Sind 
demgemäss u, v, w die Componenten der Geschwindigkeit im 
Punkte P mit den Coordinaten ar, y, z zur Zeit t, so sind zur 
Zeit t + dt die Componenten in einem anderen Punkte P mit 
den Coordinaten x + dx, y + dyy z + dzy 

n + du j dt. dt + dujdx.dx + dujdy .dy + du j dz. dz u.s.w. 
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Das Flüssigkeitstheilchen befinde sich zur Zeit t in P und 
zur Zeit t + dt ia P\ so ist U=: u und 
U+dUldt.dt^u+duldt.dt+duldx.dx+duIdy.dy+duldz.dz 
oder 
(B)dUldt=^duldt+duldx.dxldt+duldy.dyldt+duldz. dz/dt 

Bas betrachtete Flüssigkeitstheilchen hat in dem Zeitelement 
dt die Strecke PP' zurückgelegt; seine Geschwindigkeit ist 
demnach PP' / dt, deren Projectionen auf die Coordinatenaxe 
offenbar 

dx I dt =^ u, dy I dt =^ V, dz I dt = to 

sind. Dadurch erhalten wir 

düldt = du/dt + u,dujdx + v.du/dy + w.dujdz. 

Aehnlich lauten die Gleichungen für dV j dt und dW jdt. 

Zur Auffindung der Bewegungsgleichungen einer Flüssig- 
keit sei aus derselben ein Parallelepipedon doD ausgeschnitten, 
dessen Kanten dx, dy und dz sind und auf welches eine Kraft 
mit den Componenten X, Y und Z wirkt. Im Zeitelement dt 
erhalt das Parallelepipedon eine Bewegungsmenge, deren 
Componenten 

QXd(odt, gYdcodt, QZdoadt 

sind, wo Q die Dichte bedeutet. 

Der im Punkte x, y, z wirkende Druck p ertheilt, wie im 
Yorigen Abschnitt gezeigt ist, d(o die Bewegungsmengen 

— dp I dx.d(o dt, ^ dp jdy ,dm dt, --• dp jdz .dm dt. 

Unter dem Einfluss dieser Kräfte erhält der Körper in der 
Zeiteinheit einen Zuwachs an Geschwindigkeit, dessen Com- 
ponenten dUjdt, dVIdt, dWjdt sind, und wir erhalten 

iQdUjdt^QX^dpIdx', Qdr/dt=QY^dpldy; 

^ I Qdfridt=:QZ^dpldz. 

Mit Hülfe der Gleichungen (a) ergiebt sich dann 

Ott jdt + udu jdx + vdu jdy + wdu jdz — X—\JQ.dpldx, 

[c)' dvldt + udvldx + vdvldy + wdvjdz = Y^llQ,dpldy, 
dwldt + udwjdx-^-vdwjdy + wdwIdz^^Z-^XJQ.dpjdz, 

Diese Gleichungen rühren von Euler her und heissen die 
tluler^schen Bewegtingsgleichungen, Wir fügen noch die söge- 
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nannte Continuitätsffleichung hinzu, welche in folgender Weise 
gefunden wird. In das Parallelepipedon strömt während des 
Zeitelementes dt durch die eine Fläche dy dz die Flüssigkeit»- 
menge Qudydzdt\ durch die gegenüber liegende Fläche strömt 
die Menge 

QU + d{Qu) I dx.dxdydzdt 

aus. Die Differenz der Flüssigkeitsmengen , welche durch die 
zwei Flächenelemente strömt und welche in einem Verlost 
besteht, wenn d{Qu) j dx.dx positiv ist, wird demnach 

d{Qu)ldx.d(o.dt. 

Mit Rücksicht auf die beiden übrigen Flächenpaare ergiebt 
sich als gesammte Differenz zwischen den in das Parallel- 
epiped austretenden und eintretenden Flüssigkeitsmengen 

(d{Qu)ldx + d{Qv)ldy + d{Qw)ldz) dco . dt. 
ursprünglich enthielt das Parallelepipedon die Menge Q,do)j 
nach dem Zeitelement dt enthält es die Menge 

{Q + dQldt.dt)do}\ 
die Differenz der Flüssigkeitsmengen ist also 

— dg Idt.dcj.dt. 
Hieraus folgt die Continuitätsgleichung 

(d) dQldt + d{Qu)ldx + d{Qv)ldy + d{Qw)ldz = 0. 

Ist die Dichte q der Flüssigkeit constant, so lautet die Con- 
tinuitätsgleichung 

(e) dujdx + dvjdy + ötr/öz = 0. 

Die Euler'schen Gleichungen eignen sich besonders zur 
Untersuchung der Bewegung in Flüssigkeitsmassen mit unver- 
änderlicher Begrenzung. Aendert sich die Flüssigkeitsober- 
fläche, so giebt es Punkte, die bald innerhalb, bald ausserhalb 
der Flüssigkeit liegen; in diesen Punkten kann die Geschwin- 
digkeit nicht in der angegebenen Weise bestimmt werden, 
sondern wir benutzen dann eine Methode von Lagrange, auf 
welche wir später zurückkommen. 

In den Gleichungen (c) und (e) sind vier unbekannte Grössen 
ti, v, w und p enthalten, zu deren Bestimmung vier Gleichungen 
vorhanden sind. Zur Bestimmung der bei der Integration 
auftretenden Constanten muss der Bewegungszustand der 
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Fl&ssigkeit f&r einen bestimmten Zeitpunkt gegeben sein. Ist 
die Flüssigkeit von einer unbeweglichen Fläche begrenzt, so 
sind die Componenten der Geschwindigkeit in der Richtung 
der Normalen der Grenzfläche Null. Sind ü, Vj w die de- 
Bchwindigkeitscomponenten eines Theilchens an der Grenze der 
Flüssigkeit, und bildet daselbst die Normale der Grenzfläche 
mit den Axen die Winkel aj ßj y^ so ist 

(f) S cos a + ü cos /? + tr cos y = 0. 

§ 42. Transformationen der Euler'schen Gleichungen. 

Bei der Bewegung ändert das Parallelepiped mit den ur- 
sprünglichen Kanten dx, dy, dz in der Flüssigkeit im allge- 
meinen nicht nur seinen Ort im Räume, sondern es rotirt 
aach und ändert zugleich seine Gestalt. Die augenblickliche 
Bewegung ist durch die Geschwindigkeitscomponenten u, v, w 
bestimmt; die Rotationen und Formveränderungen werden 
folgendermaassen bestimmt. In der Elasticitätslehre ist für 
die Rotationscomponente h^ eines solchen Elementes der Aus- 
druck gegeben 

Ä. = i(öf7öy-Öu7öz), 

wenn f und 17' die unendlich kleinen Aenderungen der Coordi- 
naten 2 und y bei der Bewegung sind. Wir können ^' =^w.dt 
und fj' =s v.dt setzen und erhalten 

h^^\{ßw jdy — dv I dz).dt, 
Ist I die entsprechende Winkelgeschwindigkeit, so wird 
K — i'^^ ^"^d femer 

Die beiden letzten Gleichungen werden in derselben Weise 
wie die erste hergeleitet; i, t], ^ sind die Componenten der 
Winkelgeschwindigkeit bei der Rotation um die drei Coordi- 
natenazen. 

Findet keine Rotation in der Flüssigkeit statt, so ist 

oder 

dtoldy = dv/dz, du/dz = dicldz, dvjdx ^dujdy. 
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Diese Gleichungen sind die Bedingungen für die Existenz 
einer Function (p Ton x, y, z und tj welche die Eigenschaft 
hat, dass 

u^ ^ dtpjdxj V =^ — dtpjdyj w = — dip/dz. 
Diese Function (p ist von y. Helmholtz als Geschwmdigkeits- 
Potential bezeichnet, denn es verhalten sich in diesem Falle 
die Componenten ti, v und w der Geschwindigkeit wie die Com- 
ponenten einer Kraft, wenn dieselbe ein Potential hat. 

Die Continuitätsgleichung § 41 (e) lautet bei Yoraussetzimg 
eines Geschwindigkeitspotentials bei der Bewegung einer in- 
compressiblen Flüssigkeit 

d^(pjdx^ + d^tpjdy^ + d^tpjdz^ == v V = 0. 
Die Geschwindigkeit h eines Flüssigkeitstheilchens ist 
Ä« = tt« + ü* + ir2 = {dtpjdxY + {dfpjdyf + (öy/ör)«. 
Aus den Gleichungen (a) folgt, dass 
du/dy = dv ldx-'2^, du / dz = dw j dx + 2f]. 
Die erste der Gleichungen § 41 (c) lautet dann 

du /dt + 2{w7] '-v^) + u.duldx + v.dvjdx + w.diDJdx 
= X- IJQ.dpjdx. 

Die oben angegebene Gleichung erhält die Form 
/ du j dt + 2{wfi ^ vt) ^ X - \lQ.dp/dx^\dk^ldx, 
I Ebenso ergiebt sich, dass 
^ ^ ] dvldt+2{uC-toi)^r-\lQ.dpldy-^\dh*ldy, 
l dwldt+2{vi •-ufj) = Z - IJQ.dpjdz^^^dh^ldz, 

wo h die Geschwindigkeit eines Flüssigkeitstheilchens ist. 
p kann aus den Gleichungen (b) eliminirt werden. Wird die 
zweite der Gleichungen (b) nach z diflferenziirt, die dritte nach y, 
so ergiebt sich durch Subtraction 

dildt+d{vi^u7i)ldy-^d{uC-tc^)ldz=^\{dZldy^dridz). 
Mit Rücksicht auf die Continuitätsgleichung 
du / dx + dv I dy + dw I dz = 
und auf die aus (a) folgende Beziehung 

dildx + dnldy + d^ldz^O 
erhalten wir 
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d^jdt + u.d^jdx + v.d^jdy + w.d^jdz^^.dujdx^ri.dujdy 
- ^.dujdz = \{ßZldy - dTIdz). 

Während |, i/, f die Eotationscomponenten in einem Punkte 
des von der Flüssigkeit erfüllten Raumes zur Zeit t dao-steUen, 
so sind Si Hj Z dieselben Componenten filr ein Flüssigkeits- 
theilchen zur Zeit t + dtj welches zur Zeit t die Componenten 
I, yy, f besass. 

In derselben Weise, wie wir früher das VerhÜtniss zwi- 
schen der Geschwindigkeit in einem Punkte des Raumes und 
der Geschwindigkeit eines Flüssigkeitstheilchens gefunden haben, 
können wir nun den Zusammenhang zwischen den Componenten 
I, r;, f und ä, JT, Z feststeUen. Wir haben 

l^Sy dSIdt^di/dt + u.dildx + v.dildy + w.d^jdz. 

Mit Benutzung dieser Gleichung ergiebt sich 

(c) dSldt=^i.duldx+7].du/dy+ i.duldz+\{dZldy-dYldz). 

Wenn zu irgend einer Zeit keine Rotation in der Flüssigkeit 
stattfindety also | = ^ = f = sind in jedem Punkte der Flüssig- 
keit, so kann dock eine Rotation eintreten, wenn Z und Y kein 
Potential haben. Haben dagegen Z und Y ein Potential, sodass 

Z==-dHfldz und Y^^^-d^^ldy, 
so wird 

^5/^^ = 0. 
Ist ausserdem 

so ist 

dHldt^Q und dZ/dt^O. 

Demnach kann in einer idealen Flüssigkeit keine Rotation 
entstehen, wenn die Kräfte ein Potential haben. In diesem Falle 
Verden die FlüssigkeitsÜieilchen , welche bereits rotiren, auch 
fernerhin in Rotaäon bleiben; aber die Theilchen, welche nicht 
von Anfang an rotiren, werden niemals in Rotation gerathen. 
Dieser Satz ist zuerst von v, Helmholtz ausgesprochen. 

§ 43. Wirbel- und Strömungsbewegungen in einer TlüBsigkeit 

Bei den Untersuchungen über die Bewegung der Flüssig- 
keit ist es wichtig zu erfsdiren, ob eine Rotation der einzelnen 
Flüssigkeitstheilchen stattfindet oder nicht. Findet eine Ro- 
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tation statt, so wird dieselbe als WirbeB>ewegKng bezeichnet. 
Wir haben dann 

li^i(dwldy^dvldz), fi^\{duldz^dwldx), 

^""^ \ t^\{ßvldx^duldy). 

Hierans folgt sogleich 

(b) dildx + dfjIdy + d^ldz^O. 
Die ContinniUltsgleichnng ergiebt 

(c) du/dx + dvjdy + dwfdz = 0. 

Haben die Kräfte ein Potential, so folgt aus den Glei- 
chungen § 42 (c), dass 

dSIdt^i.duldx + fj.duIdy + ^.duldz, 

(d) dH I dt =^ ^.dv I dx + f].dv I dy + ^.dv I dz, 

dZ ldt = ^.dwldx + fi.dwjdy + C-dw/dz. 

Hier sind |, iy, ^ die Botationscomponenten im Punkte 
X, y, z der Flüssigkeit; S, Hj Z sind dieselben Componenten 
für ein Flüssigkeitstheilchen, welches zur Zeit t sich im be- 
trachteten Punkte, zur Zeit t + dt sich aber im Punkte x + dx, 
y + dy, z + dz befindet. 

Sind die Componenten |, «7, ^ dagegen überall in der 
Flüssigkeit in einem bestimmten Augenblick Null, so sind sie 
zu jeder Zeit Null nach den Gleichungen (d). In diesem FaDe 
bezeichnen wir die Bewegung als Strömung und dieselbe ist 
charakterisirt durch die Gleichungen 

(e) dwjdy = dv/dz, dujdz = dw/dx, dv/dx = dujdy. 

Uj V und 11? besitzen dann nach § 42 ein Geschwindiffkeits- 
Potential (p, welches im allgemeinen Ton Xj y^ z und t ab- 
hängt. Die Continuitätsgleichung lautet 

(g) ö*y/öx» + d^ifldy^ + d^ipldz^ = V V = 0. 

Die Euler'schen Gleichungen § 41 (c) erhalten die Form 
X = ^ d^(pldtdx + \dk^ldx + llQ.dp/dx; 
(h) r=^^d^(pldtdy + \dk^ldy+llQ.dpldy; 

^ = - d^tpjdtdz + \dh}ldz +\Iq. dp/dz. 
Demnach kann eine solche Bewegung nur dann ezistiren, 
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wenn die Kräfte ein Potential W haben. In diesem Falle er- 
halten wir ans (h) dnrch Integration 

(i) tif+T^d(pldt^\k*--plQ, 

wo T nnr eine Function der Zeit ist. 

Um ein einfaches Beispiel für die zwei Arten der be- 
sprochenen Bewegungen zu erhalten, nehmen wir an, dass alle 
Theilchen einer unendlichen Flüssigkeitsmasse sich in Kreisen 
bewegen, die der iry- Ebene parallel sind und deren Mittel- 
punkte auf der z-Axe liegen. Alle Theilchen, welche sich in 
demselben Abstände von der r-Axe befinden, bewegen sich 
mit derselben Geschwindigkeit und nach demselben Richtung. 
Dann ist nach § 36 (e) 

tt = — coy, v=s+(oXf tu = 0. 

(0 soll nur Tom Abstand r des Theilchens von der z-Axe ab- 
hängig sein. Da 

dufdx ^ ^ xy jr .dwfdr und dvjdy^+xylr.daDJdr 

ist, so ivird die Continuitätsgleichung befriedigt, weil 

dujdx + dvjdy — ist. 

Im allgemeinen findet Eotation der einzelnen Theilchen 
statt, da 

dujdy = -^ «0— y'/r.rfcö/rfr; dv jdx = m + x^fr .dm jdr. 

Also ist 

^ r= 0) + -|^ r . (f CO / (f r. 

Da 1= 0, 17 =: und femer u, v und w von z unabhängig 
sind, 80 sind die Bewegungsgleichungen (d) erf&llt. 
Wir setzen fest, dass 

f=Sofi^^<'"o ^d f=0 für r>r^, 
^ ^0 £0 ^® Constante sein soH Im ersten Falle ist 

^^^ + Clr\ 

wo C eine neue Constante ist. C muss yerschwinden, weil 
sonst die Tlieilchen in der Aze eine unendlich grosse Ge- 
schwindigkeit haben würden. Für den Theil der Flüssigkeit, 
welcher im Inneren eines Kreiscylinders liegt, dessen Radius r^ 
ist, und dessen Axe mit der z-Axe zusammenfallt, ist dem- 
nach 60 — ^. Diese Theilchen der Flüssigkeit rotiren also 
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• 

um die z-Axe, gleichsam wie wenn sie einen festen Körper 
bildeten. Ist dagegen r^r^ und demnach ^ = 0, so ist die 
Winkelgeschwindigkeit (o' 

Die lineare Geschwindigkeit ist ret?' oder C jr^ also umgekehrt 
proportional dem Abstände des Theilchens von der Axe. Da 
keine ünstetigkeit in der Bewegung der Flüssigkeitsmasse 
stattfinden soU, so muss für r = r^ 

sein. Demnach ist für r > r^ 

Wird Tq unendlich klein, dagegen ^ unendlich gross, so er- 
halten wir einen sogenannten Wirbe^aden, 

Die Wirkung des Wirbelfadens auf die umgebende Flüssig- 
keit hängt von dem Froducte aus seinem Querschnitt und 
seiner Winkelgeschwindigkeit ab. Setzen wir »n = jrro^^, so 
ist die Geschwindigkeit h eines Flüssigkeitstheilchens, welche^ 
nicht dem Wirbel angehört, 

Die Wirbelfäden können auch eine andere Gestalt haben; 
sie sind zuerst von v. Helmholtz^) untersucht, später von Wil- 
liam Thomson und mehreren anderen. Man sieht aus diesem 
Beispiel, dass die einzelnen Theile der Flüssigkeit nicht sich 
um sich selbst zu. drehen brauchen, wenn ihre Schwerpunkte 
Kreise beschreiben; obschon die Flüssigkeitsmenge, welche 
den Wirbelfaden umgiebt, sich um die r-Axe dreht, rotiren 
die einzelnen Tropfen, in welche die Masse zerlegt gedacht 
werden kann, doch nicht um sich selbst. 

§ 44. Stationäre Bewegung mit QesohwindigkeitspotentiaL 

Sind die Geschwindigkeitscomponenten von der Zeit unab- 
hängig oder ändert sich an demselben Punkte in der Flüssig- 
keit der Bewegungszustand nicht, so ist die Bewegung stationär, 
Ist ein Geschwindigkeitspotential (p vorhanden, so hat man 

(a) tt=— ö<)p/öar, ü=— öqp/öy, w =^ ^ dtp jdz, 
1) Helmholtz, Crelle*B Journal, Bd. 55. S. 25. 1858. 
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WO (p eine Function von x^y^ z allein ist. Dasselbe gilt für 
das Potential 4^ der Kräfte; demnach muss die Function T in 
§ 43 (i) constant sein. Setzen wir T = — C, so wird 

(b) Vf + plQ + \h^=^C. 

Wirken keine anderen Kräfte als Druckkräfte im Inneren der 
Flüssigkeit, so kann man V' = setzen und erkennt dann, 
dass die Geschwindigkeit wächst bei der Bewegung des Flüssig- 
keitstheilchens von Stellen höheren Druckes zu solchen nie- 
deren Druckes und umgekehrt. 

Für eine Bewegung, bei welcher ein Geschwindigkeits- 
potential existirt, hat man als Continuitätsgleichung 

(c) V> = 0. 

Als Beispiel einer solchen Bewegung betrachten wir eine 
in einer unendlich ausgedehnten Flüssigkeitsmasse ruhende 
Kugel. Die Theilchen der Flüssigkeit, welche vom Kugel- 
mittelpunkt weit entfernt sind, bewegen sich mit gleicher Ge- 
schwindigkeit in derselben Sichtung. 

Der Kugelmittelpunkt liege im Coordinatenanfangspunkt 0; 
der Radius der Kugel sei R. Die Flüssigkeitstheilchen, deren 
Abstand r von O unendlich ist, mögen sich mit der Geschwin- 
digkeit Wq in der mit der positiven r-Axe parallelen Richtung 
bewegen. Wir setzen das Geschwindigkeitspotential tp 

(d) (p==r-w^z, 

wo r= für r = 00 sein möge. Dann ist 

(e) u = ^dFldx, t? = -ör/öy, w =: -- drjdz + w^. 
Mit Rücksicht auf die Gleichung (c) ist 

(0 v'r=o. 

Setzen wir V^ljr oder gleich einem in Bezug auf ar, y oder z 
genommenen Differentialquotienten von 1/r, so wird die Glei- 
chung (f) befriedigt. Da die Erscheinung rings um die z-Axe 
herum symmetrisch ist, so wollen wir versuchen, ob durch 
die Annahme 
(g) r=C.Ö(l/r)/Ör= -(7z/r3 

die Bedingungen erfüllt werden. 

An der Kugeloberfläche bewegen sich die Flüssigkeits- 
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theilchen längs der Oberfläche und die Componente der Ge- 
schwindigkeit in der Richtung des Radios ist Null, d. L 

(Ö9/drV=Ä = 0. 

Setzen wir z/r = cosy, so wird 

^ = _ CcoB Y jr^ -- twq cos y 
und 

d(p jdr = 2Cco8y/r' — to^cosy. 

Hieraus ergiebt sich, dass 

(h) C^^w^R^ ist. 

Aus den Gleichungen (d), (g) und (h) folgt , dass 

(i) y = - ^w^R^zjr^ - xo^z = - w^z{l + ^R^jr^ 

Mit Rücksicht auf die Gleichungen (e) erhalten wir 

M? = _|ttjQÄ»(3z*/r«- l/r') + tOo. 

Wird i£* + ü* = *2 und ^.2 _|. ^a _ qt gesetzt, so ist 

* = — \w^R^qz jr^. 

Sind <7 und z die üoordinaten der Bahn eines Müssigkeits- 
theilchens, so lautet die Bahngleichung 

(k) dqldz^^/w. 

Bedenkt man, dass r' = 9^ + z^ ist, so ergieht sich durch 
Integration der Gleichung (k) 

y«(l -Ä»/r') = c. 
Dieses ist die Gleichung der Stromlinie, wenn c eine Constante 
bedeutet. Ist c = 0, so wird entweder r = Ä oder y = 0, im 
ersten Falle erhält man die Gleichung eines grössten Kreises, 
im zweiten die Gleichung der r-Axe. 

Der Druck p wird mit Hülfe der Gleichung (b) bestimmt. 
Da V = ist, so wird 

Es ist jedoch A* = «• + ü* + «?*; flir einen Punkt an der Kugel- 
oberfläche wird also 

h^^w^qlR. 
Der Druck p ist demnach auf dem Theile der Kugel, 
welcher nach der positiyen Seite der z-Axe liegt, ebenso gross 



Die Bewegung flüssiger Körper. 145 

wie auf dem nach der negativen Seite der ^r-Axe gelegenen 
Theile der Engel; die bewegte Flüssigkeitsmasse wird daher 
die Engel nicht von ihrer Stelle entfernen können. Anderer- 
seits erfährt eine Engel, die sich mit constanter Geschwindig- 
keit in unveränderlicher Richtung in einer unendlichen Plüssig- 
keitsmasse bewegt, keinen Widerstand bei der Bewegung. 
Dieses scheinbar überraschende Resultat erklärt sich dadurch, 
dass der Reibungswiderstand nicht berücksichtigt ist. 

§ 45. Die Bewegungsgleiohungen von Laprange. 

Ein Flüssigkeitstheilchen P befinde sich ursprünglich im 
Punkte, dessen Coordinaten a, b, c sind, nach Verlauf des 
Zeitelementes dt sei dasselbe im Punkte x, y, z. x, y, z sind 
Functionen von t, a, b und c; ändert sich t aUein in diesen 
Functionen, so erhalten wir die Bahn eines bestimmten Theil- 
chens. Ertheilen wir dagegen den Coordinaten a, b und c alle 
möglichen Werthe und lassen t constant, so ergeben sich die 
Oerter der verschiedenen Flüssigkeitstheilchen zu derselben Zeit. 
Wird der Druck mit p und die Dichte der Flüssigkeit mit q 
bezeichnet, so erhalten wir aus § 41 (b), wenn 

U=^x, V^y, W'^z 
gesetzt wird, 

^^^ 1 z = Z^ IJQ.dpjdz. 

Um die in Bezug auf x^y, z genommenen Differential- 
quotienten fortzuschaffen, werden diese Gleichungen bezw. mit 
dxjda, dyjdaj dzjda, mit dx/db, dyjdb, dzjdb und end- 
lich mit dx/dc, dyjdcy dzjdc multipUcirt. 

Durch Addition ergeben sich dann folgende Gleichungen: 

(x- J).öar/öa+(y- rj.dyjda + {z^Z).dzlda+ Ijg.dplda = 0, 

(b) {x-X).dxldb+{y^r).dyldb + {^--'Z).dzldb+llQ.dpldb=^0, 

{x-X).dxldc+{p^r).dyldc + {z^Z).dzldc + llQ.dpldc^O. 

Diese Gleichungen rühren von Lagrange her. 

Zu den Gleichungen (b) tritt noch eine Beziehung, welche 
ausdrückt, dass das Volumen der Flüssigkeit nicht geändert 
wird. Die Flüssigkeitstheilchen, welche ursprünglich sich in 

ChristiiinBeii-MIlller, Physik. 10 
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einem rechtwinkligen Parallelepipedon mit den Kanten da^ db 
und de befanden, sind zur Zeit t in einem Parallelepiped ent- 
halten, dessen Kanten die Projectionen 

dx I da,da, dy I da.da, dz j da. da; 
dxidb.db, dyldb.db, dz/db.db; 
dx jdc.dcj dy I dc.dcj dzjdc.dc 
haben. 

Der Inhalt des Parallelepipeds zur Zeit t wird also 

dxida, dyjda^ dzjda 

dxjdb, dyjdbj dzjdb .dadbdc 

dxjdc, dyldc, dzjdc 

Da die Flüssigkeit incompressibel sein soll^ so lautet die 
Continuitätsgleichung 

dxjdaj dy/da, dzjda 
(c) dxjdb, dyjdb, dzjdb =1. 
dxjdcj dyjdc, dzjdc 

Zur Anwendung der Lagrange'schen Gleichungen be- 
trachten wir eine Flüssigkeitsmasse, die sich mit constanter 
Winkelgeschwindigkeit o? um die 2;-Axe dreht, welche senk- 
recht nach unten gerichtet ist. Wir haben dann 

X=0, r=:0, Z = ff 



und setzen 
femer 



2; = c, a = rco8y, Ä = r8iny, 



X = r cos {(p + (ot) = a cos ö>^ — Ä sin co f , 
y = r sin (y + fi} /) = Ä cos o)/ + a sin cjt. 
Hieraus ergiebt sich, dass 

dx j da = cosat, dx j db = — smcjt, öar/öc = 0, 

dy j da = sin (ot, dy j db = coscatj dy j de = 0; 

dzjda^O, dzjdb = 0, dzjdc=l. 

i: = — (o^Xj y = — ö>*y, z = 0. 

Die Continuitätsgleichung (c) ist erfüllt und die Bewegangs- 

gleichungen (b) lauten: 

dp j da = Qcj^ay dp j db == QOJ^b, dp jdc ^ gQ» 
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Demnach ergiebt sich durch Integration 

P =^ + Q{lcj^{a* + b*) + ffc). 

Diese Lösung der Aufgabe stimmt mit der in § 40 ge- 
gebenen überein. 

§ 46. Wellenbeweg^gen. 

Die Lagrange'schen Gleichungen können mit Yortheil 
benutzt werden zur Untersuchung der unter dem Einflüsse der 
Schwerkraft in einer Flüssigkeit stattfindenden Wellenbewegung. 
Alle Flüssigkeitstheilchen mögen sich in ebenen Gurren , die 
der JTZ-Ebene parallel sind, bewegen; die x-Axe sei horizontal, 
die Z'Axe sei senkrecht nach unten gerichtet. Wird also 
y = 6 gesetzt, so erhalten wir 

dxidb = 0, dylda = 0, dt/ldb = 1, öy/öc = 0, dz/db = 

und 

y = 0. 

Setzen wir noch p = qP, so läuten die Bewegungs- 
gleichungen § 45 (b) 

x.dxlda + {Z"ff).dzlda + dPlda^O, 

x.dxldc + (z^ff).dz/dc + dPldc = 0, 

nnd die Continuitätsgleichung § 45 (c) hat die Form 

dxjda.dz jdc 

dz/da. dx/dc = 1. Or 
Ein Flüssigkeitstheilchen 
B (Fig. 47) , welches in der 
Ruhelage die Coordinaten 
OA = a und AB = c haben 
möge, bewege sich in einem 
Kreise i>^^, dessen Centrum 
in C liegt. Das Theilchen 
befinde sich in i>. Der Winkel 
zwischen CD und der loth- 
rechten Linie CJS sei und 
femer BC=8 und CI) = r. 
Dann ist 

(c) X = a + rsinQ, z = c + Ä+rco80, = mf + na. 



w 



*){-: 




Fig. 47. 
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Hier bedeuten m und n Constante; r und s sind Functionea 
von c. Wir erhalten abo 

Öar/öa=l+nrco8 0; öz/öa= —nr sin 0, öx/öc=ör/öc. sin ö, 

dz/ de = 1 + ds I de + dr Idc.Gosß. 

Durch diese Beziehungen erhält die Gleichung (b) die Form 

dside + nr.dride + {nr (1 + d*/öc) + dridc] cos = 0. 

Da diese Gleichung flir jeden Werth von t oder besteht, 
so haben wir 

(d) dsIde+nr.dr/de^O und ör/öc + nr(l + ö*/öc) = 0. 

Femer ergeben sich aus den Gleichungen (a) die Be- 
ziehungen: 

(e) -(m«-^«)rsin0 + öP/öa = O, 

— m^r . ör / öc — ^ (1 + ds /de) — w}r (1 + ds jde) cos 
-^.ör/öc.cos0 + öP/rfc = O, 

von denen die letztere in Folge der Gleichungen (d) in die Form 

f) -(m2-.^n)r{ör/öc + (l+ö*/öc)cos0}-i^ + öP/öc = O 

übergeht. 

Ist der Druck nur abhängig von c, so folgt aus (e) und 
(f), dass 

(g) (h) m^^gn, P^ge, 

wenn die Constante gleich Null gesetzt wird; der Druck ver- 
schwindet also für c == 0, was an der freien Oberfläche der 
Flüssigkeit gelten soll. 

Die Bahnen der Theüchen sind Kreise. Braucht ein 
Theilchen zum Durchlaufen der Bahn die Zeit 7, d. h. ist T 
die Schwingungsdauer, so haben wir 

m=:2;r/rund 6 = 2n / T.{t + 2na / Tg), 

Ist i, die Wellenlänge und k die Wellengeschwindigkeit; 
so ergiebt sich 

h = Tgl2n und h^ljT, 
woraus folgt, dass 



0') A = y^A/2jr und n^2njh 
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Bei der Bewegung beschreibt das Theilchen einen Exeis, 
dessen Centram wenig über der Ruhelage des Theilchens liegt. 
Nach der ersten der Gleichungen (d) ist nämlich 

wo die Constante fortfällt, da s und r gleichzeitig verschwinden. 
Wir haben auch 

(k) s^^nr^lL 

Aus der zweiten der Gleichungen (d) folgt, dass 

dlogr + nd{c + s) = 0. 

Durch Integration erhalten wir 

logr + n(c + *) = *, 

wo k eine Constante ist. Für ein Theilchen in der Oberfläche 
ist c = 0; werden die Werthe ron r und s für dasselbe Theil- 
chen mit B und S bezeichnet, so ist 

logÄ + nÄ=Ä. 
Wir haben femer 

log(r/JiJ) + n(c + jj - fi) = 0. 

c + « — <9= f ist der senkrechte Abstand zwischen dem Mittel- 
punkte der Bahn des betrachteten Flüssigkeitstheilchens und 
dem Mittelpunkte der Bahn eines Theilchens in der Oberfläche. 
Man hat also 
(I) r = Äe--2«ir/a. 

Wird dsjdc aus den Gleichungen (d) eliminirt, so er- 
halten wir 

dr + nr{dc — nrdr) = 0. 

Die Integration ergiebt 

1 /n . log r -h c — J n r* = *'. 

Für die Theilchen an der Oberfläche ist 

1/n.logÄ- inÄ« = Ä'. 
Demnach wird 

(m) c = A/2;r.log(Ä/r)-3i/A.(ü;*-r»). 

Die freie Oberfläche kann man sich dadurch entstanden 
denken, dass ein Ejreiscylinder auf der Unterseite einer hori- 
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zontalen Fläche AB (Fig. 48) rollt, die in der Höhe 0A^ll2n 
über den Mittelpunkten der Bahnen liegt, welche die Heilchen 



Fig. 48. 

in der Oberfläche beschreiben. Die freie Oberfläche wird 
dann von einer geraden Linie, deren Abstand von der Cylinder- 
axe gleich B ist, beschrieben. 
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Innere Reibung. 

§ 47. Innere Kräfte. 

Bei der Behandlung der Bewegung der flüssigen Körper 
ist die Reibung zwischen den Flüssigkeitstheilchen nicht berück- 
sichtigt worden. Zwischen den yerschieden schnell bewegten 
Theilchen einer Flüssigkeit findet eine Reibung in yerschie- 
denem Grade statt. In Folge der Reibung ist die Zähflüssig- 
keit mehr oder weniger gross. Wir wollen die Reibung durch 
die Bewegung der Flüssigkeit zu bestimmen suchen. 

Alle Theilchen einer Flüssigkeitsmasse mögen sich in 
einer zur x-Axe parallelen Richtung bewegen und alle in dem- 
selben Abstände von der xz- Ebene sich befindenden Theil- 
chen soUen dieselbe Geschwindigkeit haben. Die Geschwin- 
digkeit wächst proportional mit dem Abstände von der 
ATZ-Ebene. Die eine Flüssigkeitsschicht gleitet an der anderen 
hin und giebt dadurch Veranlassung zu einem bestimmten 
Reibungswiderstand, welcher nach Newton proportional mit 
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dem Geschwindigkeitsgeiälle, d. h. mit der Aenderung der Ge- 
schwindigkeit, bezogen auf die Längeneinheit 

du I dy =i B 

angenommen werden kann. Die Reibung zwischen zwei auf 
einander folgenden Schichten ist dann proportional dem Ge- 
schwindigkeitsunterschiede und umgekehrt proportional dem Ab- 
stände dieser Schichten. Wir setzen also die Geschwindigkeit 

u = Uq + ey. 

00' (Fig. 49) sei ein Theil der betrachteten Flüssigkeits- 
masse; auf jede Flächeneioheit Ton 
O'B wirkt in der Richtung Ox eine 
Tangentialkraft 
(a) T^fi.dujdy^pLB, 

wo /Ei der Reibungscoefficient ist. Auf 
OB' wirkt eine Kraft — T in der 
Richtung Ox. Femer müssen nach 
§ 25 (d) die Tangentialkräfbe T auf 
0' Ä und Oä' wirken, yon denen 
die auf O'A wirkende die Richtung 
Oy hat, während die auf 0^' wirkende die Richtung yO hat. 
Bewegt sich die Flüssigkeitsmasse in der Richtung der 
y-Axe mit einer Geschwindigkeit 

ü = ÜQ + c'ar, 

so ist zur Erhaltung dieser Bewegung die Tangentialkraft 

r^pL.dvjdx 

erforderlich. Bestehen beide Bewegungen gleichzeitig, so wirkt 
auf die Flüssigkeit eine Tangentialkraft X^, und wir haben 

Zy= T+ r^iiidujdy + dvjdx). 

Um die physikalische Bedeutung dieses Ausdrucks zu er- 
kennen, betrachten wir ein Flüssigkeitstheilchen, welches sich 
ursprünglich im Punkte x, y, z befunden und eine unendlich 
kleine Bewegung, deren Projectionen auf die Axen |, r}, ^ sind, 
ansgef&hrt hat. Dabei wird 



Fig. 49. 



und 



X ^fjL.dldt{dildy + dfildx) = 2fi.dxJdt. 
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Demnach ergiebt sich die Tangentialkraft aus der Beibniig, 
welche bei einer Bewegung in einem flüssigen Körper entsteht. 
Wir setzen daher 



(b) 



Z^ = 2fi.dzjdt = fi{dwldy + dvjdz)^ 
X,= 2fi.dxjdt=: fi{duldz +dwldx), 
r^^2fi.dyjdt=fi{dvldx + duldj/). 



Nach der Erfahrung ist fjL unabhängig vom Drucke. Die Be- 
deutung der übrigen Grössen in (b) ist von selbst einleuchtend. 
Mit Hülfe der Formeln (b) kann man die Tangentialkräfte 
bestimmen, welche in der Flüssigkeit zur üeberwindung der 
Reibungswiderstände wirken müssen. Wir wollen nun die 
Grösse der Normalkräfke ermitteln, die zur Ausdehnung einer 
zähen Flüssigkeit in einer gegebenen Richtung nöthig sind. 

Die Flüssigkeit bewege sich in einer zu ^^ parallelen 
Richtung (Fig. 50). Die Geschwindigkeit eines Flüssigkeits- 

theilchens, das sich im Ab- 
^/ C G' D d' Stande y von dieser Linie 

befindet, sei gleich«. Wie 
früher können wir setzen 

M = M^ + «y. 
Nach Verlauf des Zeit- 
elementes dt hat Ä die 
Strecke u^dt^ C die Strecke 
{uQ + %ÄC)dt zurückgelegt. 
CC stellt die relative Be- 
wegung des Punktes C in 
Fig. 50. Bezug auf Ä dar und wir 

haben 
CC'=B.AC,dt. 
Bezeichnen wir den Winkel CAC mit rf^, so ist 
(c) dff = t,dt. 

Das im Rechteck AB CD beschriebene zweite Rechteck 
EFGH geht in das Parallelogramm EF'G'W über, und wir 
bestimmen die Verlängerung, welche die Seiten EH und B¥ 
dabei erhalten. Der Winkel REB sei -i/;, so ist 

EW ^EH+ EK cos t//, EF' = EF - FF' sin i/;, 
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da HH' und FF' parallel mit AB sind. Ferner ist 

/fi7'= BH.dtp = FHsm^.d(p, FF'^AF.dq) = FFcosrp.dq). 

Also haben wir 

{FE' - FH)IFH= 8ini/;cos i/;rfy; 

{FF' - FF) IFF^-'hm^p cos i/; rfy. 

Wird die Verlängerung der Längeneinheit von FH mit ds be- 
zeichnet, so ist 

(d) ds = sin i/; cos 'i/; rfqp ; 

ds ist zugleich die Verkürzung der Längeneinheit von FF. 

um die betrachtete Formveränderung hervorzubringen, 
muss auf AB CD eine Tangentialkraft 7 wirken, welche nach (a) 

(e) y=/ufi 

ist. Diese Kraft wirkt auf die CB entsprechende Fläche in 
der Richtung CB, aber auf die AB entsprechende in der 
Richtung B A\ auf die beiden anderen Flächen wirken die 
Kräfte in den Richtungen CA und BB. Wir bestimmen die 
auf die Fläche FF wirkende Normalkraft N und setzen in 
§ 24 (a) 

femer 

Während alle anderen Spannungscomponenten Null sind, er- 
giebt sich 

(f) JV= Pcosi/; + Qsini/; = 2 Tsin i/; cos i^. 

Nach (c) und (d) haben wir 

<f « = sin 1/; cos 1/; . « . A, 
Dach (e) und (f) 

JV = 2 /Li 6 sin t^ cos \ff. 
Denmach ist 

(g) N=2fi.dsldt. 

Die in der Fläche FH wirkende Spannung ist —N, Vorhin 
ist gezeigt, dass eine Längeneinheit in der Richtung FF die 
Verlängerung — ds erfährt. Hätte auf die Oberfläche von 
AB OB eine Normalspannung S gewirkt, so würde diese keinen 
Einfluss auf die Formveranderungen gehabt haben; aber in FF 
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hätte eine Normalkrait S + N, in JSH eine Normalkraft S—X 
gewirkt. 

Wirken auf ein rechtwinkliges Parallelepipedon , dessen 
Kanten den Goordinatenaxen parallel sind, die Nonnalspan- 
nnngen Z^, F , Z^, so bringen diese bei der Bewegung theils 
Formverändemngen, theils Ausdehnung des Volumens hervor. 
Wie in der Masticitätslehre setzen wir die räumliche Dilatation 
= ar^ + y^ + z^, SO ist a:^ — ^ der Theil der Ausdehnung 
in der Richtung der ar-Axe, welche hier in Betracht kommt. 
In derselben Weise setzen wir 

ss^x, + r^ + z, 

und 

x,-s 

ist der Theil der Normalkraft in der Richtung der x-Axe, 
welcher Pormveränderung hervorbringt. Mit Hülfe von (g) 
haben wir 

X^-S=2ti{dxJdt-:^deidt). 

Setzen wir endlich flir — ä eine Grösse pj die als Druck be- 
trachtet werden kann wegen ihrer Analogie mit dem Drucke 
in idealen Flüssigkeiten und Gasen, und bedenken wir^ dass 

^x = ^i IP^f ^^x Idt^dujdx u. 8. w., 
so ergiebt sich 
(h) X^ = -jo + 2fi.duldx -^iiidujdx + dvjdy + dw/dz). 

Analoge Ausdrücke gelten für T und Z^, 

Nach der Gleichung (h) hat /i die Dimension ML^^T^\ 
fi ist für viele Flüssigkeiten und Gase bestimmt, es ändert 
sich stark mit der Temperatur. Nachfolgende Werthe gelten 
flir 0^ C. 

Wasser: 0,01775, Alkohol: 0,01838, Luft: 0,000182. 

§ 48. Die BewegnngBgleiohxmgen far eine zähe Plüasigkeit 

Wir stellen die Bewegungsgleichungen flir eine Flüssig- 
keit auf, in welcher innere Reibung stattfindet. Nach § 25 
wirken die Spannungscomponenten auf die Yolumeneinheit in 
der Richtung der ar-Axe mit der Kraft 

(T) = dXJdx + dXJdy + dX /dz. 



w { 
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Ist U die Geschwindigkeit eines einzelnen Theilchens der 
Flüssigkeit in der Richtung der z-Axe, so ist 

(>[7=(X) + (>X, 

wo X nach der üblichen Bezeichnnngsweise die Kraftcompo- 
nente in der Richtung der :r-Axe bezeichnet. Nach § 47 (b) 
und (h) haben wir 

qÜ ^ gX^dp jdx + /iV*« 
+ ^fi.d{du Idx + dv jdy + dw ldz)jdx. 
Die Gleichung (a) und die analogen, welche für die Geschwin- 
digkeiten Fund W in der Richtung der y- und z-Ksa gelten, 
rühren von Stokes^) her. Ausserdem haben wir die Conti- 
nnitätsgleichung: 

(b) ÖQ I dt + d{Qu) I d[x + d{Qv) I dy + d{(}w) I dz = 0. 

Wir setzen Toraus, dass die Flüssigkeit incompressibel ist 
und haben 

(c) du I dx + dv I dy + dtü / dz ^ 0. 

(>(ö +u.du Idx+v.du Idy+w.du ldz) = fjL'^^u +QX-'dpldxy 

(d) q{v +u.dv Idx+v.dv ldy+tD,dv ldz) = fi'^^v +QY^dpldy, 

Q(tb + u.diDldx+v.dwldy+tc,dwldz) = fi'^^tc + QZ —dp/dz. 

Die Gleichungen werden noch ein£a.cher, wenn die Bewegung 
stationär ist, d. h. wenn 

tt = 0, 17 = 0, w = 0. 
Ist die Geschwindigkeit sehr klein, so können die Glieder 

u.duf dx, V. du jdy u. s. w. 
fortgelassen werden, und wir haben dann 
(e) fi^V*tt + (>X-d;?/Öa: = 0, ,jiS7^v + qY^ dp/dy ^ 0, 

1 fi V*M7 + qZ- dpi dz = 0. 

Haben die Kräfte ein Potential y^, so wird 

(f) vV + pv^^=o. 

Werden die Rotationscomponenten 

l — \{dw jdy — dv/dz), ri =^ \{ßujdz — dw Idx), 
C = \{dvldx--duldy) 

») Stokes, Cambridge Phil. Tr. VoL VIII. p. 297. 1845. 



156 Fünfter Abschnitt 

eingef&hrt, und haben die Kräfte ein Potential, so wird nach (e) 

(g) V'| = 0, V*i7 = 0, v*i: = o. 

Femer ist 

(h) dildx + dfjIdy + d^ldz^O. 

Mit Bücksiebt auf die Grenzbedingungen wird aUgemein 
angenommen, dass die Flüssigkeitstheilchen, welche die Wände 
berühren, keine relative Bewegung in Bezug auf diese haben; 
an der Grenze der Flüssigkeit muss also 

sein, wenn ü, v und iö die Geschwindigkeitscomponenten an 
der Grenzfläche sind. Sind feste Körper in der Flüssigkeit, 
die sich bewegt, so kann man in der Begel annehmen, dass 
jedes Theilchen an der Oberfläche des festen Körpers dieselbe 
Geschwindigkeit hat wie das Flüssigkeitstheilchen, welches die 
Oberfläche berührt. 

§ 49. Strömung durch ein Bohr mit kreisförmigem Quersolinitt 

Die Bewegung sei langsam und das Bohr sehr eng. Das- 
selbe liege horizontal, sodass die Schwere die Bewegung nicht 
beeinflusst. Die Axe des Rohres sei die z-Axe und alle 
Flüssigkeitstheilchen mögen sich parallel der z-Axe bewegen. 
Dann ist 

tt = 0, t? = 0. 

Die Gleichungen § 48 (e), (c) und (f) lauten dann 
(a) dpldx=^Oj dpjdy — Q^ fi'^^to = dp I dz; 

(b), (c) dwjdz^Q\ VV = 0- 

Aus (c) ergiebt sich, dass 
(d) d^pldz^^O und p=fz+p^, 

wo f und Pq Constante sind. 
Aus (a) folgt femer 

fi V*«? =/. 
Da w vom Abstände r des betrachteten Flüssigkeitstheilchens 
von der Axe des Rohres abhängt, so ist, wenn r* = x* + y^ 
gesetzt wird, 

V*w = dhcldr^ + Ijr.dwjdr. 
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Demnach ist 

d^wldr^ + llr.dwldr = flfi. 

Durch Integration wird 

tö = r log r + fr^ / 4/i + tr^. 

Da w einen endlichen Werth hat für r = 0, so muss die 
Constante e = sein. Also ist 

(e) w^WQ+fr^l4fi, 

wo Wq die Geschwindigkeit in der Axe der Röhre ist. Ist für 
z = der Druck gleich p^ und für z = / der Druck gleich p^, 
so haben wir nach (d) 

f={Pi-Po)li- 
Setzen wir diesen Werth f in die Gleichung (e) ein, so ist 

Für alle FlüssigkeitstheUchen, welche die Wand des Rohres 
berühren, ist w = 0. Ist S der Radius des Rohres, dann 
wird also 

Wir erhalten endlich 

Ist m das Flüssigkeitsvolumen, welches in einer Secunde durch 
einen Querschnitt des Rohres strömt, so haben wir 

B 

(f) m=f2nrdr.w = n{pQ'-p^)R^I8fil, 



d. h. das Flüssigkeitsvolumen ist direct proportional der vierten 
Potenz des Radius des RohreSy umgekehrt proportional der Länge 
und umgekehrt proportional der Constanten fi. 

Die Strömung der Flüssigkeiten durch enge Röhren hat 
Poiseuille zuerst untersucht; derselbe ist zu Resultaten ge- 
langt, welche mit der obenstehenden Formel übereinstimmen. ^) 



*) Von den neueren Werken über Hydrodynamik seien angeführt: 
Lamb, Treatise on the motion of fluids. Cambridge 1879. Auerbach, 
Die theoretische Hydrodynamik. Braunschweig 1881. 
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Capillarität 

§ 50. Sie Oberflachenenergie. 

Die Gestalt einer Flüssigkeitsmasse, auf welche keine 
äusseren Kräfte wirken, ist allein durch die Kräfte bestimmt, 
mit welchen ihre Theilchen auf einander wirken. Ist die Masse 
sehr gross, so wird sie in Folge der gegenseitigen Anziehung 
der Theilchen Kugelgestalt annehmen; ist dagegen die Masse 
klein, so wird die allgemeine Massenanziehung keine irgend 
merkliche Wirkung haben. Gleichwohl hat jede Flüssigkeits- 
masse in Folge der Cohäsionskraft das Bestreben, eine bestimmte 
Gestalt, und zwar die Kugelgestalt anzunehmen. Aus den über 
die Wirkungsweise der Cohäsionskraft angestellten Versuchen 
geht deutlich hervor, dass diese Kraft nur zwischen Theilchen 
wirksam ist, die sich in sehr geringem Abstände von einander 
befinden. Ueber die Abhängigkeit dieser Kraft vom Abstände 
der Theilchen ist noch nichts bekannt. Man kann indessen 
vortheilhaft von einer Betrachtung ausgehen, die in einer 
verhältnissmässig einfachen Weise zu den Gesetzen der Capil- 
larität führt. 

Um die Gestalt eines kugelförmigen Tropfens irgend einer 
Flüssigkeit zu ändern ist eine Arbeit erforderlich. Wenn kein 
Reibungswiderstand in der Flüssigkeit stattfindet, so kann 
diese Arbeit nur von den Flüssigkeitstheilchen herrühren, die 
sich in oder dicht an der Oberfläche befinden; denn auf ein 
Flüssigkeitstheilchen, welches sich in grösserem Abstände von 
der Oberfläche befindet, können nur die Theilchen wirken, 
welche sich in sehr geringem Abstände von dem betrachteten 
befinden; diese bleiben entweder an ihren Orten oder werden 
durch andere ersetzt, welche in derselben Weise wirken wie 
die ersetzten. Die geleistete Arbeit ist also dazu verwendet, 
um neue Theilchen zu den vorhandenen in die Oberfläche zu 
bringen oder, was dasselbe ist, um die Oberfläche zu ver- 



Gapillarit&t 159 

grossem. Wird die Flüssigkeitsoberfläche S um die unendlich 
kleine Grösse dS yergrössert, so ist dazu die Arbeit Cd 8 
nöthig; C ist eine constante Grösse und wird als CapiUaritätS' 
constante bezeichnet. 

In einer Oberfläche stossen im aUgemeinen zwei Körper 
zusammen und C hängt von der Beschaffenheit dieser beiden 
Körper ab. Bei einem fallenden Regentropfen berühren sich 
Wasser und Luft in der Oberfläche. An der Oberfläche eines 
Oeltropfens, der nach dem bekannten Plateau 'sehen Versuch 
in einer Mischung von Wasser und Alkohol schwebt, berühren 
sich zwei Flüssigkeiten. Berührt eine Flüssigkeit einen festen 
Körper, so besitzt die gemeinschaftliche Grenzfläche auch eine 
• bestimmte Energie; dasselbe gilt bei zwei festen Körpern. 
Die Capillaritätsconstante zweier Körper a und b sei Cah, 
und S sei die Fläche, in welcher sich die beiden Körper be- 
rühren. Die potentielle Energie E^^ welche die Oberfläche 8 
besitzt, ist 

(a) E^^Ca,.S. 

Da C^i = E^j8 ist und die Dimensionen von E^ und 8 bezw. 
L^T-^M und L^ sind, so ist die Dimension der Capillaritäts- 
constanten T-^M. 

In der Oberfläche einer Flüssigkeit ist eine bestimmte 
Spannung vorhanden, die Oberfläche verhält sich wie eine 
elastische Haut. Wird auf einer ebenen Flüssigkeitsoberfläche 
ein Eechteck DEFG beschrieben, und behalten drei Seiten 
unverändert ihre Lage, während die vierte Seite FG zugleich 
mit den in ihr befindlichen Flüssigkeitstheilchen um eine 
Strecke FE in der Richtung EF fortbewegt wird, so ist die 
Oberflache um die Fläche FG . FH vergrössert, und die Ober- 
flächenenergie hat den Zuwachs C.jp'ö^.i^fi^ erhalten, wenn C 
die Capillaritätsconstante ist. Um die betrachtete Bewegung 
hervorzubringen, muss auf die Längeneinheit von FG eine 
Kraft K wirken; die geleistete Arbeit ist also auch 

K.FG.FH. 
Daraus ei^ebt sich, dass 

(b) K^C 

ist, oder die Spannung in der Längeneinheit der Flüssigkeits- 
Oberfläche ist numerisch gleich der Capillaritätsconstanten. Eine 
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solche Neubildung von Flüssigkeitsoberflächen lässt sich leicht 
mit den Plateau'schen Flässigkeitshäutchen ausführen. 

Existirt eine solche Spannung in der Flüssigkeitsober- 
fläche, so übt dieselbe einen Druck auf die Flüssigkeit aus. 
P (Fig. 51) sei ein Punkt in der Oberfläche, welche in der 
Nähe von P convex sein möge. Durch P werden zwei ebene 
Schnitte gelegt, welche die im Punkte P 
construirte Normale der Fläche enthalten. 
Die eine dieser Ebenen möge die Ober- 
fläche in der Curve PÄj die andere in 
der Curve PB schneiden. PA und FB 
sollen sich rechtwinklig schneiden und 
ihre Krümmungsradien sollen die Haupt- 
krümmungsradien der Fläche im Punkte P 
sein. Eine dritte durch die Normale 
von P gelegte Ebene durchschneide die Fläche in der Curve 
PFj deren Krümmungsradius R nach dem Euler'schen Satze 
aus der Gleichung 

(c) l/Ä = cos*qp/i?i +sin»y/i?a 

bestimmt wird, wenn tp der Winkel zwischen PA und PF ist. 
um den Punkt P als Mittelpunkt wird eine Kugel mit unend- 
lich kleinem Radius gelegt, welche die Fläche in der Curve 
AFBDE schneidet. Auf ein Element FG dieser Curve wirkt 
die Zugkraft CFG von dem umgebenden TheU der Ober- 
fläche. Wir setzen FG = rdtp, dann ist die Zugkraft gleich 
Crdip. Die Richtung der letzteren bildet mit der Normalen 
der Oberfläche einen Winkel, dessen Cosinus gleich r j R ist; 
die in der Richtung der Normalen wirkende Kraft ist dem- 
nach Cr^ I R.d<p. Die Oberflächenspannung zieht also das 
Oberflächenelement ABBE ins Innere der Flüssigkeit mit 
einer Kraft 

Cr^JdtpjR. 



Ist P der Druck auf die Flächeneinheit, so ist also 

2.-f 2jc 

Pnr^^Cr^JdtpjR und P ^ C jn .J dtp j R. 
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Wird für R der in (c) gegebene Werth eingeführt, so er- 
giebt sich 

(d) P=C{\IR, + \IR^). 

Es ist wahrscheinlich, dass zu dem gefundenen Drack, der 
Ton der Oberflächenkrümmnng herrührt, noch ein constanter 
Druck M hinzukommt, der auf die Flüssigkeit wirkt, wenn 
die Oberfläche derselben eben ist. Der gesammte von den 
Capillaritätskräften herrührende Druck ist also 

Jf-f-C(l/Ä, + I/Ä3), 

wo M und C von der Beschaffenheit der beiden Körper ab- 
hängen, die sich in der Oberfläche berühren. Da indessen M 
ans den Beobachtungen herausfallt, so soll dasselbe nicht 
weiter berücksichtigt werden. 

C ist bei 20® C für die Berührungsfläche zwischen Wasser 
und Luft 81, Quecksilber und Luft 540, Quecksilber und 
Wasser 418. 

§ 51. Die Qleichgewichtsbedingnngen. 

Das Gleichgewicht ist in einer Flüssigkeitsmasse vor- 
handen, wenn die potentielle Energie derselben keine Aende- 
rang erfährt dadurch, dass die Lage und Gestalt der Masse 
unendlich wenig verändert wird. Da die Energie von der 
Grösse der Oberfläche abhängt, ist es also nothwendig den 
Zuwachs SS der Oberfläche zu bestimmen. Eine Flüssigkeit A 
sei von einer anderen B umgeben; beide Flüssigkeiten sollen 
sich nicht mit einander mischen. Wirken auf dieselben keine 
äusseren Kräfte ein, so wird A Kugelgestalt annehmen. 

Die Fläche 8 sei von der Flüssigkeit A aus betrachtet 
concav und bewege sich bei einer unendlich geringen Form- 
veränderung nach der Seite, wo B sich befindet, s sei die 
Randcurve der Fläche Ä, und S' sei die Form und Stellung 
der Fläche S nach eingetretener Formveränderung. Wir be- 
zeichnen die Randcurve von S' mit s' und errichten in allen 
Punkten von s Normalen auf S, welche die Fläche S' in einer 
neuen Curve a schneiden, die innerhalb s' liegen möge. Wird 
der unendlich kleine Abstand zwischen a und s' mit Sl be- 

ChrUtiftDBcn-Müller, Physik. 11 
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zeichnet, so ist der Theil von S', welcher zwischen ö* und .*' 
liegt, gleich 

(b) föl.ds. 

Wir errichten dann in einem Punkte P von S die Normale 
FP\ weiche S' in P' durchschneidet, setzen FP' = Sv und 
ziehen durch P auf der Fläche S zwei Curven PE und Pl\ 
von denen die eine dem Maximum der Krümmung, die andere 
dem Minimum der Krümmung der Fläche in P entspricht. 
Durch diese flauptkrümmungscurven und die beiden unendhch 
benachbarten wird auf der Fläche S ein Rechteck PEQF ab- 
gegrenzt, dessen Seiten PE = a und PF== b unendlich klein 
sind. Sind B^ und B^ die Hauptkrümmungsradien, femer a 
und ß zwei Winkel, so ist 

a = P^a, b = F^ß und also dS = a.b = F^S^aß. 

Die in Ef Q und F auf S errichteten Normalen schneiden S' 
in E\ Q\ F\ Wir setzen FW=a, P'F ^V und erhalten 

a'=(Äi +8v)a, b'={R^ + Sv)ß. 

Ist Äj' der Theil von S\ welchen a begrenzt, so haben wir 

dS,'=a'b'={B^B^ + {B, + B^)Sv)aß 

und ferner 

ef(5/-Ä) = (l/^i + llB^)SvdS. 
Es ist also 

(c) 6\'-Ä = /(l/^i + \IB^)SvdS. 

Der gesammte Zuwachs SS, den S bei der Gestaltsänderung 
erhalten hat, ist also 

(d) dS^ f(\IB^ + ljB^)dvdS + fSl.ds. 

Dieser Ausdruck behält seine Gültigkeit, selbst wenn Sl und 
öv in einzelnen oder allen Punkten der Fläche S negativ 
werden. Wird die Flüssigkeitsmasse von einer einzigen 
Fläche begrenzt, so ist die Bandcurve s gleich Null; ist die 
Randcurve fest, so ist Sl=0, In beiden Fällen lautet die 
Gleichgewichtsbedingung 

(e) f{l/B, + l/B,)SvdS = 0. 

Da wir den von der Flüssigkeitsmasse eingenommenen Raum 
als constant betrachten, so muss 
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(f) fSvdS^Q 

sein, da fSvdS die Vergrösserung des Volumens der Flüssig- 
keit angiebt. 

Aus (e) und (f) ergiebt sich, dass 

(g) \IR, + \IR^^c 

ist, wo c eine Constante bedeutet. Dasselbe Resultat ergiebt 
sich auch aus § 50 (d), wenn wir beachten, dass der Druck 
in der Flüssigkeitsmasse constant sein muss. 

Stossen drei Flüssigkeiten, die sich nicht mit einander 
mischen, in einer Linie zusammen, so können die drei Eanten- 
winkel, welche die Flüssigkeitsoberflächen mit einander bilden, 
bestimmt werden. Solche Verhältnisse treten auf, wenn ein 
Oeltropfen auf einer Wasseroberfläche liegt. Die drei hier 
zusammenstossenden Flüssigkeiten sind Wasser, Oel und Luft. 
Allgemein seien dieselben mit a, b und c bezeichnet; die 
Energie einer Flächeneinheit der Grenzfläche zwischen a und b 
sei Ca},\ Cac tmd (T»« haben eine ähnliche Bedeutung. Es ge- 
nügt die Untersuchung des Falles, wo die Kante eine gerade 
Linie ist. Die Richtungen der drei Oberflächenspannungen 
^ahiCae uud Cj,c schliesscn die Kanten winkel ein; es ist Gleich- 
gewicht vorhanden, wenn die drei Kräfte Ca5> C'^c, C^c iii^ Gleich- 
gewichte sind, a, ßj y seien die drei gesuchten Kanten- 
winkel, und zwar gehöre c^ zu a, ß zw. b und y zu c. Wir 
haben dann als Gleichgewichtsbedingung 

(h) Ciclsina = C^^/sin/S = Cails'my. 

Aus diesen Gleichungen können a, ß, y im allgemeinen be- 
stimmt werden. Wenn aber die eine der Spannungen, etwa 
C\c, grösser als die Summe der beiden anderen ist, so kann 
kein Gleichgewicht eintreten. In diesem Falle breitet sich die 
Flüssigkeit a als eine sehr dünne Schicht aus, welche die 
Flüssigkeiten b und c trennt; wir haben dann das Verhalten 
eines Tropfens Terpentinöl auf Wasser. 

Der in (h) enthaltene Satz ergiebt sich auch aus folgen- 
der Betrachtung. Wird die Kante um ein unendlich kleines 
Stück aus ihrer Lage entfernt, so erhält die Summe der Ober- 
flächenenergien 
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wo 5j, Äj und -1S3 die drei Grenzflächen bezeichnen, den Zuwachs 

Cf,eSS^ + CaeSS^ + CahSS^. 

Dieser Zuwachs muss gleich Null sein, wenn Gleichgewicht 
Torhanden ist; wir gelangen damit wieder zu den Gleichungen (h). 
Wird ein fester Körper c (Fig. 51) von zwei Flüssigkeiten 
a und b berührt, so möge die Kante 
unendlich wenig längs der Ober- 
fläche des festen Körpers verschoben 
werden. In diesem Falle ist 

und femer 

Cbe — Cae = C^b • COS a. 

Wir haben demnach 

(i) COSa = (C4e-a.e)/a.5, 

WO a der sogenannte Randwinkel ist. 



M 




M 



§ 52. Capillarröhren. 

Als Anwendung betrachten wir ein cylindrisches, senk- 
recht gestelltes Rohr c (Fig. 51), das mit dem unteren Theile 
in eine Flüssigkeit b getaucht ist; der obere TheU des Rohres 
befindet sich in Luft, die mit a bezeichnet werden soll. Die 
Grenzflächen werden wie vorher mit 5j, S^ und S^ bezeichnet 
S^ ist die Berührungsfläche zwischen Flüssigkeit und Bohr, 
Äg ist die Berührungsfläche zwischen Rohr und Luft, S^ ist 
die Berührungsfläche zwischen Luft und Flüssigkeit. Die 
Flüssigkeitsoberfläche MM ausserhalb des Rohres möge un- 
endlich gross sein; dieselbe kann also als ruhend betrachtet 
werden, selbst wenn die Oberfläche im Rohre bewegt wird. 
Die Fläche MM sei die ary-Ebene, die z-Axe sei senkrecht 
nach oben gerichtet. Ist g die Beschleunigung der Schwer- 
kraft, Q die Dichte der Flüssigkeit, so ist die potentielle Energie 
eines Flüssigkeitstheilchens Qdv gleich 

g,odv,z. 
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Demnach ist die potentielle Energie der über der xy- Ebene 
liegenden Flüssigkeitsmasse 

fff9Q-dxdydz^\gQffz^dxdyj 

wo z, y, z von nun ab als zur Fläche 8^ gehörig betrachtet 
werden. Der TheU der potentiellen Energie E^j dessen Variation 
hier betrachtet werden muss, ist 

^P-=^\9Qff^^dxdy+C,^S^ + C,cS^ + CucS^. 

Im Falle des Gleichgewichtes ist SE^^Q oder 

(a) Q^ggffzSzdxdy + Cai^SS^ + C^cdS^ + C^.SS^. 

Ist s die Länge der Schnittlinie der Fläche S^ mit der 
inneren Fläche des Bohres, ist femer qp- der Winkel zwischen 
ds und der ary- Ebene und werden alle Punkte der Ober- 
fläche ^3 um dasselbe unendlich kleine Stück Sz gehoben, 
yfo 8 z constant sein soll, so haben wir 

bS^ = 0, SS^ =-88^ = fcostpSzds. 
Die Gleichung (a) lautet dann 
(^) 9 9 SS^ d^ dy = (^ac - Ci«) / cos tf ds. 

Die Flüssigkeit wird demnach durch die Differenz der Span- 
nungen in den Berührungsflächen 8^ und 8^ getragen. 

Behält dagegen die Schnittlinie s ihre Lage und wölbt 
sich nur die Fläche 8^ mehr, so ist nach § 51 (d) 

SS^^f{\lR, + \IR;^Svd8, 
und femer 

SS^ = S8^ = 0, 

wobei Sp ein Element der Normalen ist, welches zwischen 
den Flachen 8 und 8' liegt. 

Für Szdxdy kann 8vd8^ gesetzt werden, und also folgt 
aus der Gleichung (a) 

f[g Qz + C,,{\ I R, + \ j R^)]SvdS^ = Q. 

D^ 8v eine willkürliche Grösse ist, so haben wir 

(c) gQZ+Ca^,[\|R^ + \|R^)=^0. 

Wird die Krümmung der Oberfläche durch die Differential- 
quotienten Yon z in Bezug auf x und y ausgedrückt, so er- 
giebt sich aus (c) eine Differentialgleichung zur Bestimmung 
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der Gestalt der Oberfläche. Ist der Randwinkel ausserdem 
gegeben, so ist die Oberfläche yollkommen bestimmt 

Ist der Querschnitt des Rohres kreisförmig und sehr eng, 
so kann man näherungsweise annehmen, dass 
72j = Äj = r / cos a 

ist, wo r der Radius des Rohres und a der Randwinkel ist. 
Die Höhe z, Ibis zu welcher die Flüssigkeit emporsteigt, 
ist dann 

2: = — 2cosa/<7pr. Cai. 

Dasselbe Resultat ergiebt sich aus der Gleichung (b), wenn 

ffz dxdy = nr^z, f cos (pds = 2nr 

gesetzt und die Gleichung § 51 (i) benutzt wird. 



Die Theorie der Capillarität ist von Laplace in einem 
Supplement zum zehnten Buche der M6canique Celeste be- 
handelt. Poisson hat über denselben Gegenstand ein grösseres 
Werk, betitelt: Nouvelle th6orie de Taction capiUaire. Paris 
1831, herausgegeben. Endlich hat Gauss eine epochemachende 
Untersuchung über die Capillaritätstheorie veröffentlicht in den 
Commentationes soc. scient. Göttingensis. Vol. VII. 1830. 
(Werke. Bd. 5. S. 29.) Das neueste ausführlichere Werk über 
die Capillarität ist: Mathieu, Theorie de la Gapillaritö. Paris 
1883. 
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Electrostatik. 

§ 53. Electrische Grondersoheinungen. 

Die Electricitätslehre geht von der Beobachtung aus, dass 
Bernstein und andere Körper durch Reibung die Eigenschaft 
erlangen, leichte Körper anzuziehen. Gray zeigte, dass diese 
Eigenschaft von einem Körper auf einen anderen übertragen 
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werden kann, dadurch gelangte man zn der Vorstellung, dass 
diese Eigenschaft durch das Vorhandensein eines Fluidums be- 
dingt ist, welches durch Reibung im Körper gebildet oder 
freigemacht wird und welches unter gewissen Verhältnissen 
von Körper zu Körper übertreten kann. Dufay zeigte zuerst, 
dass es zwei sogenannte electrische Zustände giebt oder nach 
der erwähnten Vorstellung zwei Fluida, welche Franklin als 
positive und negative bezeichnete, da sie sich vollständig neu- 
tralisiren können. 

Die Hypothese der beiden Fluida hat einen ausserordent- 
lich grossen Einfluss auf die Entwicklung der Electricitäts- 
lehre gehabt. Poisson ging von dieser Auffassung bei seinen 
bahnbrechenden Untersuchungen über die electrische Ver- 
theilung aus, später hat W. Weber auf derselben seine 
Theorie der electrischen Ströme begrtLndet. 

Im Gegensatz zu dieser Theorie, welche bei ihrer mathe- 
matischen Behandlung von der Vorstellung ausgeht, dass die 
electrische Einwirkung wie die Schwere eine femewirkende 
Kraft sei, hat Farad ay die Ansicht vertreten, dass die elec- 
trischen Kräfte sich von Theilchen zu Theilchen, also nicht 
unvermittelt, sondern durch die Wirkung eines Zwischen- 
mediums, fortpflanzen. Jedoch ist es nicht möglich, die elec- 
trischen Erscheinungen vollständig ohne Einf&hrung eines 
hypothetischen Mediums, des Aethers, zu erklären, und man 
stösst dabei auf eigenthümliche Schwierigkeiten, welche bis jetzt 
nicht ganz überwunden sind. Wie fruchtbar auch Farad ay 's 
Anschauungen sich erwiesen haben, wir können von denselben 
ausgehend doch noch manche Erscheinungen nicht erklären 
und eine vollkommen systematische Behandlung der Electricität 
kann bis jetzt nicht gegeben werden. In der vorUegenden 
Darstellung ist es daher auch nicht möglich gewesen von 
einem Gesichtspunkte aus das Gesammtgebiet zu betrachten; 
es ist das Bestreben nur darauf gerichtet, die wichtigsten der 
gefundenen Resultate vorzutragen. 

Den Ausgangspunkt bilden die Untersuchungen Coulomb's 
über die mechanische Exaft, welche zwei electrische Körper 
auf einander ausüben. Zwei Körper mögen die in irgend einer 
Weise gemessenen Ladungen e^ und e^ und den Abstand r von 
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einander haben , dann wirken sie, wenn c eine Constante ist, 
nach dem Coulomb 'sehen Gesetze mit der Kraft gf, 

auf einander. Jenachdem beide Ladungen gleichartig oder 
ungleichartig sind, stossen sich die Körper ab oder ziehen sich 
an. Ist die Vertheilung der Electricität auf ausgedehnten 
Körpern bekannt, so kann die mechanische Exaft, mit welcher 
die Körper auf einander wirken, berechnet werden. In der 
Begel kann jedoch die Vertheilung der Electricität in einem 
Körper nicht als gegeben betrachtet werden. Wird in einer 
Glas- oder Siegellackstange, also in verhältnissmässig schlecht 
leitenden Substanzen, durch Eeiben Electricität entwickelt, so 
findet doch eine langsame Ableitung derselben im Laufe der 
Zeit statt. Die Vertheilung der Electricität auf guten Leitern 
hängt von der Gestalt derselben, von der Natur der sie um- 
gebenden Körper und von der Ladung ab. Bei der Bestim- 
mung der Vertheilung gehen wir von der Annahme aus, dass 
zwischen zwei Electricitätsmengen dieselbe Kraft wirkt, wie 
zwischen zwei Körpern, die mit diesen Electricitätsmengen ge- 
laden sind. Ist einem isolirten Leiter eine bestimmte Ladung 
mitgetheilt, so wirken die einzelnen Theile derselben auf ein- 
ander und es tritt eine bestimmte Vertheilung ein. 

Die mit Electricität geladenen Körper rufen in den in 
ihrer Umgebung befindlichen Körpern eine electrische Vertheilung 
hervor. Die Anziehung, welche ein geladener Körper auf einen 
unelectrischen ausübt, wird durch die Annahme erklärt, dass 
zunächst in dem letzteren positive und negative Electricität in 
gleichen Mengen vorhanden sind und dass unter dem Einflüsse 
des geladenen Körpers eine Trennung der entgegengesetzten 
Electricitäten stattfindet, die vom geladenen Körper ausgehende 
Kraft wirkt „electromotorisch^^. Die hervorgerufene Vertheilung 
vrirkt der äusseren electromotorischen Kraft entgegen und der 
Gleichgewichtszustand tritt daher ein, wenn die electromoto- 
rische Kraft, welche einerseits von der von aussen wirkenden 
vertheilenden Kraft, andererseits von den im Körper selbst 
geschiedenen und daher „freien" Electricitäten herrührt, im 
Inneren des Leiters überall Null ist. Auch in den schlechten 
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Leitern, wie z. B. in der Luft, muss unter diesen Umstanden 
eine electromotorische Kraft auftreten, deren Wirkungen wir 
zonächst nicht berücksichtigen wollen. 

§ 54. Das electriflohe PotentiaL 

Im Inneren des Körpers L (Fig. 52) sei Electricität Yon 
der Dichte q enthalten, auf seiner Oberfläche befinde sich 
femer Electricität yon der Dichte <7. Ein Baumelement r 
enthält dann die Electricitäts- 
menge q . dx und ein Ober- 
flächenelement d& enthält die 
Menge G.dS. Im Punkte P, 
dessen Coordinaten :r,y, z sind, 
sei eine Einheit der Electri- 
citätsmenge enthalten, auf p. ^^ 

welche die innerhalb und auf L 
vorhandenen Electricitätsmengen wirken. Ein beliebiger Pimkt 
des Körpers L habe die Coordinaten |, ty, f. X, Y, Z seien 
die Componenten der Kraft, welche im Punkte P wirkt. Wir 
haben dann nach dem Coulomb 'sehen Gesetze (vergl. § 12) 

X= f{x^^)lr\QdT + f{x^^)lrK<TdS, 

(a) . r=/(y-i?)/r3.prfr + /(y-.y)/r».^rfÄ, 

Z=^f{z^i)lr\QdT + f{z^i)lrKijdS, 

wo r« = (x-|)« + (y-^)' + (^-t)^ ist 
Wird 

(b) Hf^fQ.drlr + fG.dSjr 

gesetzt, 80 folgt 

(c) X=^dV/dx, Y^-dW/dy, Z^-^dV/dz. 

V ist das electrische PotentiaL Bewegt sich der betrachtete 

Punkt P Yon seiner Stelle nach Q und ist r der Abstand des 

Punktes Q von dem Punkte (|, 7], f ) des Körpers Z, so haben wir 

W^^fQ.drfr' + fa.dSjr'. 

Die bei der Bewegung von den electrischen Kräften aus- 

gefiLhrte Arbeit ist, wenn der Weg PQ klein ist, 

{Xdx + Ydy + Zdz) =W-W\ 
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Liegt der Punkt Q Yom Körper Z so weit entfernt, dass 
W = ist, so wird die geleistete Arbeit gleich V^. Daher 
kann man sagen: das electrische Potential in einem Punkte ist 
gleich der Arbeit, welche die electrischen Kräfte ausfuhren, wenn 
eine Einheit der Electricität sich von dem betrachteten Punkte bü 
zu einem Punkte bewegt, der vom geladenen Körper unendUck 
weit entfernt ist 

Befindet sich der Punkt P innerhalb des Körpers ü, so 
beschreiben wir eine sehr kleine Kugel K mit dem Badius R 
um den Punkt P als Mittelpunkt. 

Wir betrachten die Dichte q in der Kugel als constant 
Die von der Ladung in K herrührende Ki-aft ist dann Null 
(vergl. § 18); das Potential der ganzen in Z yorhandeuen 
Electricitatsmenge kann deshalb nicht unendlich werden. 

Das Potential hat denselben Werih zu beiden Seiten einer 
mit Electricität geladenen Fläche, Die Flächendichte der 
Electricität sei <7, so ist das Potential V^, welches von der 
Flächenbelegung herrührt, W=f(T.dS/r. Wir be- 
trachten jetzt die Werthe V^ und Vg des Potentials 
in zwei Punkten P^ und Pg (Fig. 53), welche zu bei- 
den Seiten der Fläche AP liegen und einen unend- 
lich kleinen Abstand haben. Die Linie PiP^ sei 
eine Normale der Fläche. Wir denken uns aus der 
Fläche durch einen Kreiscylinder, dessen Axe die 
^*-' > Linie P1P2 ist und dessen Radius H sei, ein unend- 
lich kleines Stück ausgeschnitten. Das Potential V^ 
zerfällt in zwei Theile, von denen der eine V^' von 
dem herausgeschnittenen Theile der Fläche herrührt, 
der andere Vj — W^' von dem übrigen endlichen 
Theile der Fläche. Der letztere wird nicht unstetig 
oder unendlich beim Uebergange von Pj nach P,. 
Fig. 53. Ebenso zerfällt V^^ in zwei Theile. Der aus der 
Fläche ausgeschnittene unendlich kleine Kreis hat 
den Radius Ä, und Pj habe von der Fläche den Abstand w, 
so ist 

R 
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oder 

Daraus ergiebt sich, dass V/ verschwindet, wenn R und n 
unendlich klein werden. 

Im § 14 wurde gezeigt, dass 
Ö»(l /r)/öx2 + Ö2(l /r)/öy2 + d^{\ / r) I d z^ = 0. 
Nach (b) ist also für einen Punkt ausserhalb Z 

(d) d^W I d x^ + d^W I d y^ + d^Vf I d z^ = V*«'=0. 

Liegt dagegen P im Inneren des Körpers, so haben wir nach 

§14(h) 

(e) S7^W+47tQ = 0. 

Bezeichnen Vi und Va die nach innen und nach aussen von einem 
Punkte der Oberfläche gezogenen Normalen, so haben wir 
zur Bestimmung der Oberflächendichte a nach § 14 (1) 

(f) dWijdvi + dWajdva + 47r(r = 0. 

Die horizontalen Striche über den Quotienten sollen andeuten, 
dass ihre Werthe an der Oberfläche zu nehmen sind. Ist 
demnach g die Dichte des electrischen Fluidums auf der Ober^ 
fläche, so ist die Summe der nach beiden Seiten in der Richtung 
der Normalen wirkenden Kräfte gleich 4na. 

Diese Eigenschaften des Potentials gelten fbr jedes System 
von Körpern, die in irgend einer Weise mit Electricität ge- 
laden sind. Ist die Vertheilung gegeben, so kann das 
Potential entweder aus (b) oder aus (e) und (f) bestimmt 
werden. Ist dagegen das Potential gegeben, so bestimmen 
sich die Dichten q und <t aus (e) und (f), während die Com- 
ponenten der electrischen Kraft aus (c) sich ergeben. Die in 
einer willkürlichen Richtung ds wirkende Kraft F ist 

F^^dWIds. 

§ 55. Sie Yertheilung^der Electricität auf einem guten Leiter. 

Wird einem guten Leiter eine Ladung e mitgetheilt, so 
vertheilt sich dieselbe auf dem Leiter. Wir wollen die Baum- 
dichte Q und die Oberflächendichte a bestimmen. Ist Vi das 
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Potential innerhalb, Va das Potential ausserhalb des Leiters, 
so haben wir nach § 64 (d) und (e) 

(a) V**i + 4jrp = und v*V« = 0. 

Nach Eintritt des Gleichgewichtes kann keine Scheidung der 
Electricitäten im Inneren des Leiters mehr stattfinden, d. h. 
es ist 

(b) ö*;/ö* = 0, e*i/öy = 0, dVi/dz^O 
für alle Punkte im Inneren des Leiters. Demnach wird 

(c) V*V, = 

und also nach (a) (> = 0. Die ElectricücU befindet sich also 
nur an der Oberfläche des Zeiters. 

Nach (b) ist Vi im Inneren des Leiters oder Conductors 
constant und etwa gleich % wo ^ der Werth des Potentials 
an der Oberfläche ist. Va bestimmt sich aus den Gleichungen 
V* *a = und Va = «^ für aUe Punkte der Oberfläche. Für 
die Oberflächendichte haben wir 

dmdvi + dWaldva + ^n(T = 0. 

Da Wi constant ist, so wird 

(d) 4^(7= -^dValdva. 

Bezeichnen wir die an der Oberfläche des Conductors 
nach aussen wirkende Kraft mit F^ so ist 

(e) F= ^dWjdva = ina, 

d. h. die in einem Punkte an der Oberfläche des Coruhictors in 
der Richtung der Normalen wirkende Kraß ist gleich der Flächen- 
dichte G an der betrachteten Stelle multiplicirt mit 4jr. 

Ist ds ein Element einer auf dem Conductor verlaufenden 
Curve, so haben wir 

da V^a überall an der Oberfläche gleich W ist, wie eben ge- 
zeigt wurde. F hat demnach keine in die Oberfläche selbst 
fallende Componente. Die Oberfläche des Conductors ist eine 
Fläche Constanten Potentials und die Sichtung der Kraft F ist 
überall senkrecht zur Oberfläche des Conductors. 
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Um das Potential des Conductors zu bestimmen, wird die 
ganze Ladung e desselben berechnet; es ist 

e = ffG.dS. 
Also haben wir 

(f) <?= llin.ffF.dS^ ^ll47t.ffdValdva.dS. 

Da im Inneren des Conductors keine Ladung vorhanden ist, 
so wird 

Va==ff(T.dSlr. 

Befindet sich die Electricität von der Dichte (t auf dem Gon- 
dactor im Gleichgewicht, so bleibt dieses bestehen, wenn die 
Dichte no- wird, wo n eine Zahl bedeutet. Wird nämlich ein 
Gleichgewichtszustand über einem anderen gelagert, so ergiebt 
sich wiederum ein Gleichgewichtszustand. Wird die Dichte 
überall naj so nimmt das Potential V« den Werth nWa an. 
JDas Potential ist also der Ladung proportional. Wenn die 
Ladung C nöthig ist, um dem Conductor das Potential 1 zu 
geben, so niuss dem Conductor die Ladung 

(g) « = CV 

mitgetheilt werden, um das Potential von auf W zu bringen. 
Man nennt C die Capacität des Conductors. Die Capacität C 
ist das Verhältniss der Ladung Q eines Conductors zu dem 
Potential W desselben. 

Um die Grösse und Richtung der electrischen Kraft in 
der Umgebung eines Conductors anschaulich zu machen, be- 
stimmt man die Lage der den Conductor umhüllenden Flächen 
Constanten Potentials. Die Gleichung derselben ist 

wo c eine Constante ist. Die erste Niveaufiäche ist die Ober- 
fläche des Conductors, flir welche 

In einer Entfernung, welche sehr gross gegen die Dimensionen 
des Conductors ist, werden die Niveauflächen Kugelflächen, 
da wir haben 

W^ejr. 

Nach § 7 sind die Flächen constanten Potentials oder 
die NioeaufW^hen senkrecht zur Richtung der Kraft. Haben 
wir zwei Flächen, die unendlich benachbart sind, so ist nach 
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§ 7 in jedem Punkte der einen die Kraft umgekehrt pro- 
portional dem Abstand der Flächen. Wird von einem Punkte 
an der Oberfläche eine Kraftlinie PPy^ P^ P^ (Fig. 54) gezogen 
und werden die Punkte 7\, P,, P^ u. s. w. so gewählt, dass 
F.PP^ = F^.P^P^ = P%'P%P^ u. 8. w., wo /;, F^ die .electrischen 
Kräfte in den Punkten Pj, P, angeben, so kann diese Gleichung 
beliebig weit fortgesetzt werden. Zeichnen wir die Niveau- 
flächen in solcher Weise, dass beim Uebergange von der einen 

Niveaufläche bis zur nächsten das Po- 
tential stets um denselben Betrag zu- 
oder abnimmt, so ist an jeder Stelle 
des Raumes P« • (A Pn + 1) = constant. 
Je weiter wir uns von den wirksamen 
Massen entfernen, desto grösser wird 
der Abstand der auf einander folgenden 
Niveauflächen. Ist die Grösse der Kraft 
F an einer der Niveauflächen gegeben, 
so ergiebt sich ihre Grösse an einem 
anderen Punkte der Figur durch den 
Abstand der auf einander folgenden 
Niveauflächen, und ist die Grösse der electrischen Kraft F an 
der Oberfläche des Körpers gegeben, so kann aus der Figur 
ihre Grösse in jedem anderen Punkte bestimmt werden. 




Fig. 64. 



§ 56. Die Yertheilnng der Electricitat auf der Oberfläche 
, einer Kugel und eines EUipsoidt. 
1. Die Kugel Der isolirten Kugel vom Radius R sei die 
Ladung Q, mitgetheilt. Das Potential V^« ausserhalb der Kugel 
soll bestimmt werden. Der Coordinatenanfangspunkt sei in 
den Mittelpunkt der Kugel gelegt. Wir haben 

Da V^a eine Function des Abstandes vom Mittelpunkte ist, 
so haben wir nach § 15 (1) 

l/r.^2(ry^„)/rfr2 = 
und demnach 

wo Cj und Cg zwei Constante sind. 
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Da ausser der Kugel keine geladenen Körper vorhanden 
sind, 80 ist Va = für r = oo, und also ist Cj = 0. Die 
electrische Kraft im Abstände r vom Mittelpunkte ist 

F=^ -dWaldr = c^lr\ 
Nach § 55 (e) haben wir ferner 
(r= l/4;r.i^= l/4;r.c,/Ä«; 4 ;r ä*/t = Q = c^. 
Das Potential Wa und die Capacität C sind also 

V^ = Qlr, C^qiW^R. 
Die Dimension der Capacität ist also eine Länge. 

2. Das Ellipsoid. Das Ellipsoid habe die Halbaxen a, h 
und c und dasselbe habe die Ladung Q. Es liegt nahe an- 
zunehmen, dass die Flächen constanten Potentials confocale 
EUipsoide sind* Die Gleichung eines Systems solcher 
Flächen ist 

(a) E = xV\a} +l)+ y^jib^ + X) + z^j{c^ + A) = 1. 

Nach unserer Annahme muss das Potential eine Function 
ron l sein, also 

Um diese Function /' za finden, berechnen wir zunächst 
dWldx = diIfldX.dXldx; 
d'Wjdx* = d*WjdX*.{dXjdxf + dHfjdX.dnidx^ 
and die analogen Ausdrücke für y und z. Wir haben dann 

(b) 1^*^=' d*VldX*.{{äXldxy + (ÖA/Öy)» + {dX/dzy) 
' \ +diIfldX.S7*X. 

Zur Abkürzung wird 

A = x^l{a' + X)»+y*l{b' + X)* + z^jic^ + Xf, 
B = x^lia* + Xf+y*l{b* + Xf + z^jic^ + Xf 

gesetzt. Wir haben dann 

(c) d£ldx=:2xl{a^ + X)- A.dXjdx; 

(d) dAldx = 2xj{a* + X)^-2B.dXldx. 

Analoge Ausdrücke gelten für die Differentialquotienten in 
Bezug auf y und z. Demnach wird 
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d^E/dx^ = 2l{a* + X)-A.d*Xldx»-2xl{a*+X)*.dXldx 
-dAjdx.dXIdx^Q, 

oder mit Bttcksicht auf die Q-leichung (c) 

. V r d*i:idx* = 2l{a* + X)-A.d*Xldx* + 2B.{dXldx)' 
^' \ -8IA.x'l(a* + X)' = 0. 

Ans den Gleichungen (c) und (a) folgt, dass 

(f) A* {{dX I dx)* + {dX I dyf + {ßX I dz)') = 4A, 
und ans (e) und (f), dass 

(g) A.V'X = 2l{a» + X) + 2l{b> + X) + 2/(c» + i) 

ist. Mit Bttcksicht anf die Gleichungen (f) und (g) ergiebt 
sich ans (b) 

4d*fIfldX* + 2(m'ldX.(ll{a*+X) + ll{b*+X)+ll{c*+X)]. 

Ausserhalb des Ellipsoids soll v'^=0 sein. Ist C eine 
Gonstante, so haben wir nach (h) ' 



(h) { 



(i) dvidk=^c,iY{^^ + k){b^ + k){c^ + x) 

und 

Im unendKch fernen Punkte, für welchen ar = y = j? = oo ist, 
soll W yerschwinden; für den unendlich, fernen Punkt haben 
wir nach (a) iL = oo. Das Potential 4^ in einem beliebigen 
Punkte {x, y, z) ist 

■ ( Ht=^CJdXI \{a* + X){b*+X){c'+X) , 

(k) 

nachdem die Gleichung 

x^lia^ + A) +yV(*' + ^) + ^V(^* + ^) = 1 
nach X aufgelöst ist. 

Hat das Ellipsoid die Ladung Q, so ist das Potential in 
einem sehr weit vom Ellipsoid entfernten Punkte gleich Ql")ßi 
durch Vergleichung mit (k) erhalten wir dann 

(1) «^=(2/2./rfA/y(^M^)TÄ* + A)(c*+A). 
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Znr Bestimmimg der electrischen Kraft F und deren Compo- 
nenten Xj Ty Z dienen folgende Gleichungen 

J= - dVIdX.dlldx, 7= - dWjdX.dXIdyy 
Z^^dVIdz.dXjdz. 

iP= -. dWldX.y{dXldxy + (öÄ/öy)> + {dlldzy. 

In Bücksicht auf (f) und (1) ist 

P=^2lYA.dVldk^QlYl.liy{a^ + X){b^+X){c^+X). 

Bezeichnen wir mit N das yom Anfangspunkte auf die im 
Punkte Xy y, z 9X1 das EUipsoid gelegte Tangentialebene ge- 
Mte Loth, so ist 

nnd wir haben demnach 



F== Q.yiy{a^ + X){b*+X){e»+X). 

Die Oberflächendichte a auf dem Ellipsoid selbst wird 
durch die Gleichung Ana^ F bestimmt, sodass 

(m) a=^N.qjAnabc 

ist, da A » fiir das Ellipsoid ist. Die Dichte in einem Punkte 
des ElUpsoids i$t demnach dem Loihe propartianaly das vom 
Ißüelpunkte auf die in dem betrachteten Punkte an das EUipsoid 
gelegte Ebene gefallt wird. 

Wir betrachten jetzt einige specielle Fälle. Bei einem 
Rotatiansellq>said ist a^ b und also nach (1), wenn W^ das 
Potential des betrachteten Ellipsoids ist, 



Demnach ist für a > c: 



Slot a*= c: 

(0) V, = e/a, 

ftbr a < c: 

(p) v, = Q/2y?^:7> . log [(c + y?::^») / (c - y^w)] . 

ChrlstUnsen-Mfiller, Phjilk 12 
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Setzen wir in (n) c = 0, so ist die Oapacit&t einer runden 
Scheibe 

C^QI% = alHn). 

Für ein Botationseüipsoid, dessen Länge gross ist im Ver< 
gleich zum Durchmesser des Aequator, haben wir nach (p) 

y, = <2/c.log(2c/a) 
und 

C=c/log(2c/a). 

Die Oberflächendichte a ist nach der Gleichung (m) 



Wird z mit Hülfe der Gleichung des Ellipsoids eliminirt und 
ist c unendlich klein, &o haben wir für die Dichte auf einer 
elliptischen Scheibe mit den Halbaxen a und b 

a^qjAnabAiyi -- x^ I a^ - y* I b\ 
Ist die Schede kreisrund, also a = b, und wird ar* + y* = r* 
gesetzt, so ist 

In einem Punkte, dessen Abstand u vom Bande sehr klein 
ist, wird 

<r= QI4na.liy2aü. 
In diesem Falle ist also die Dichte umgekehrt proportional 
der Quadratwurzel aus dem Abstände des betrachteten Punktes 
vom Rande. 

§ 57. Die eleotrisoke Yertheilung. 

Befinden sich mehrere geladene Conductoren im Baume^ 
so ist nicht durch die Gestalt und Grösse allein die Yer- 
theilung der Mectricität auf den Conductoren bestimmt, son- 
dern auch durch die Wechselwirkung derselben unter einander. 
Die Bestimmung des electrischen Gleichgewichtszustandes ist 
in der Begel sehr schwierig. Die wichtigsten Arbeiten über 
diesen Gegenstand yerdanken wir Poisson und William 
Thomson. Wir wollen die von dem letzteren gegebene 
Methode der electrischen Bilder anwenden. 

a) Die Veräieüung in einer ebenen Fläche. Im Punkte 
(Fig. 55) sei die Electricitätsmenge e yorhanden, 2<^ sei die 
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Fig. 55. 



ebene Grenzfläche eines sehr grossen Conductors X, welcher 
in leitender Verbindung mit der Erde stehen möge. Das 
Potential W^ auf Z ist also Null, indem wir festsetzen, dass 
das Potential der Erde gleich Null ist (yergl. § 7). Die Ober- 
flächendichte (T der electrischen 
Vertheilung auf der Fläche soll 
bestimmt werden. Das vom Con- 
ductor Z herrührende Potential 
in einem beliebigen Baumpunkte 
P sei Wc, d. h. Vc ist die Arbeit, 
welche von den electrischen 
Kräften des Conductors geleistet 
¥rird, wenn die Electricitäts- 
menge 1, welche dem Punkte P 
ohne Störung der electrischen 
Vertheilung auf Z mitgetheilt 
ist, von P aus ins Unendliche übergeführt wird. Ist OP=s r, 
so ist das Potential V^ in P 

Im Punkte 0' (Fig. 55), welcher in Bezug auf die Ebene 
AB das Spiegelbild des Punktes ist, denken wir uns die 
electrische Masse — ^. Die in 0' enthaltene Masse wirkt auf 
alle Punkte, die mit auf derselben Seite der Ebene ÄS 
li^en, ebenso wie die auf AB vertheilte electrische Masse. 
Das gesammte Potential, welches von den Massen in und 0' 
herrührt, genügt nämlich in allen Punkten, die mit auf der- 
selben Seite der Ebene AB liegen der Laplace'schen Glei- 
chung, ausgenommen im Punkte selbst. Femer verschwindet 
das gesammte Potential in allen Punkten der Ebene ^^, da 
alle Punkte der Ebene AB^ welche in der Mitte der Strecke 
O 0' auf derselben senkrecht steht, von und O' gleichen 
Abstand haben. Demnach ist für alle Punkte der Ebene A B 

elr-^e/r'-^O, 

wenn mit r und r' die Abstände eines Pimktes der Ebene 
von und O' bezeichnet werden. Wienn aber eine Function 
der Laplace'schen Gleichung genügt und längs einer bestimmten 
Fläche vorgeschriebene Werthe annimmt und wenn die Funcäon 

12* 
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selbst und ihre ersten BifferentUdquotimäen' stetig sind, so ist 
dieselbe eindeutig bestimmt^) 

Wir heben noch herrori dass 4^« » ^jr ist, und dass im 
Pnnkte P das Potential V 

Vf^elr^ejr' ist 
Die in einem beliebigen Punkte P (Fig. 56) der Ebene 
AB liegende positive electrische Masseneinheit wird von zwei 




Fig. 56. 



Kräften K== ejr^ und JT' =* e/r'* angegrilTen, deren Sichtungen 
bezw. mit OP und PO' zusammenfallen. Die Bichtung der 
resultirenden Kraft F ist demnach 00' parallel und gleich 

Fz^^2eOBlOP^, 

wenn wir eine Kraft positiv rechnen, die nach dem Baume 
gerichtet ist, in welchem O liegt. Da nun 

\na^P 

') Dieser Satz iBt unter dem Namen dee Diriefalet*seheii Principe 
bekannt 
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ist, 8o erhalten wir 

a^-el27t.O£IOP\ 
JDie Flächendichte im Punkte P (Fig. 56) i$t cdso umgekehrt pro* 
pcrUonal der dritten Potenz des Abstandes des Punktee P vom 
Punkte O, in weichem eich die eleotrische Masse + e befindet In 
derselben Weise werden das Potential und die Oberflächen- 
dichte berechnet, wenn mehrere mit Ladungen versehene 
Punkte im Baume yorhanden sind. 

b) JDie Kugel In den Punkten O und O' (Fig. 67) seien 
die electrischen Massen eixnAe' concentrirt. Die äquipotentielle 




Fig. 5T. 



Fläche, f&r welche das Potential verschwindet, ist durch die 

Gleichung 

e/r + e'/r'^O 

gegeben, wenn mit r und r' die Abstände eines Punktes der 
Niveaufläche bezw. von O und O' bezeichnet werden. Haben 
e und e' dasselbe Vorzeichen, so stellt die letzte Gleichung 
eine in der Unendlichkeit liegende Fläche dar; haben e und e' 
entgegengesetzte Zeichen, so erhalten wir eine Kugelfläche 
und im Grenzfall eine Ebene. 

Der Mittelpunkt C der Eugel liegt auf der Linie O 0\ und 
zwar haben wir 

OCiO'C^e^ie'^ und CO' fCB := CB/CO := e' / e. 

Die Dreiecke CO' B und CBO sind ähnlich und der Eadius 
CB der Eugel ist die mittlere Proportionale zwischen den Ab- 
ständen der Punkte O und O' vom Eugelmittelpunkte. 

Die Eugel ABB, welche das Potential Null hat, können 
wir aus einem sehr dflnnen Metallblech hergestellt denken, 
welches mit der Erde in lotender Verbindung steht. Durch 
die Einführung dieser Metallkugelfläche wird das Potential 
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weder im äusseren noch im inneren Räume der Kugel geändert; 
es ist die electrische Wirkung allein von den electriscben 
Massen e und e abhängig. 

Bleibt die Kugelfläche mit der Erde in leitender Verbin- 
dung und entfernen wir aus dem Inneren der Kugelfläche die 
electrische Masse e', so wird im Inneren der Kugel das Potential 
Null, während dasselbe ausserhalb der Kugel seinen WerÜi 
behält, da die electrische Masse e ihre Lage nicht geändert 
und die Kugelfläche das Potential Null behalten hat. Dem- 
nach übt die ausserhalb der auf dem Potential Null erhaltenen 
Kugel liegende Masse e zusammen mit der auf der Kugel 
inducirten Electricität auf die Punkte ausserhalb der Kugel 
dieselbe Wirkung aus, wie zusammen mit der innerhalb der 
Kugel liegenden Masse e\ Wir nennen den Punkt 0\ wo sich 
die Masse e' befindet, das electrische Bild des Punktes 0. 
Die electrische Masse e' übt also ganz dieselbe Wirkung aus, 
wie die auf der Kugelfläche wirklich vorhandene electrische 
Masse. In der Optik bezeichnen wir den leuchtenden Punkt 
hinter der spiegelnden Fläche oder Linse, welcher, wenn er 
vorhanden wäre, dieselben Strahlen vor der spiegelnden Fläche 
oder Linse hervorbringen würde, als virtuelles Bild. Dem- 
nach können wir 0' als electrisches Bild auffassen. 

Setzen wir CO' = /, CO = a und CB = JZ, so ergiebt 
sich, dass 

e'le= 0'BjOB=^flR = Rla 

ist. Somit wird 

tf' = Re j a. 

Wir setzen OB=^r und 0'B=^r'. In B wirkt die Kraft 
efr^ in der Richtung OBy und die Kraft e' jr'^ in der Rich- 
tung B 0', von denen die erstere in die Componenten 

ejr^.ajr längs OC und elr^.Rjr längs CB, 
die letztere in 

^e'jr'^.flr' längs OC und -^ejr"^.Rjr' längs GB 
zerlegt wird. 

Die beiden Componenten in der Richtung CG sind gleich, 
aber entgegengesetzt gerichtet, sie heben sich also auf. In 
der Richtung CB dagegen wirkt die Kraft 
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Die Kugel ist oho eine Niveaufläche, da an derselben die Kraft- 
ricktang mit der Richtung der Normalen zuscanmenfiiUt 
Die Dichte a ist also 

^■ = -(a*-Äa)/4;ri?.<?/r3 
und demnach umgekehrt proportional der dritten Potenz des Äh- 
Standes vom geladenen Punkte 0, Die Etectricitätsmenge, welche 
sich auf der Kugel befindet, ist 

— ^'= — Reja, 

da diese Ladung dasselbe Potential hervorbringt im Baume, 
wie die wirkliche Ladung auf der Kugelfläche; sie müssen 
also nach § 55 (f) gleich gross sein. 

Die Kugel wird vom Punkte O mit der Kraft 

ee'lia^f)^ = Re* j a{a •-- f)^ 
angezogen. 

Wird der Abstand C0= a sehr gross, so ist die Kraft 
gleich Re^ja^. 

c) Ist die Kugel ursprünglich isolirt und ohne Ladung, 
80 kimn man die Vertheilung durch die Annahme finden, 
dass ausser der erwähnten' Vertheilung mit der Dichte a noch 
eine gleichmässige Vertheilung der Mectricität auf der Kugel- 
fläche von der Dichte 

e'l4:nR^^el^nRa 

vorhanden ist, wodurch die gesammte Ladung der Kugel gleich 
Null wird. Die wirkliche Oberflächendichte ist dann 

Die Oberflächendichte a ist Null auf einem Kreise, dessen 
Peripherie von den Abstand 



r = ayi --R^la^ 
hat. Die Ebene dieses Kreises liegt näher bei O^ als das 
Centrum der Kugel, um das Potential V^ der Kugel zu finden, 
bestimmen wir dasselbe für den Mittelpunkt. Da die Ladung 
der Kugel Null ist, wird das von der Ladung herrührende 
Potential auch Null; das ganze Potential ist also 

V=ela. 
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Dasselbe geht aus der Bemerkung herror, dass die veriheilte 
Ladung —e' in Verbindung mit der Ladung ein O der Engel 
das Potential Null ertheilt; das Potential rührt Ton der zu- 
geführten Ladung + e' her, die das Potential e'/R^^eja 
herrorbringt. 

Die Kraft, mit welcher die Kugel von angezogen wird, 
ist in diesem Falle sehr yiel kleiner, als wenn die Kugel mit 
der Erde in leitender Verbindung steht. Jene Kraft ist 

Nun ist R sehr klein im Vergleich zu a, und es ist also die 
Kraft näherungsweise 

Re^la\2R*laK 

In diesem Falle ergiebt sich auch ein einfacher Ausdruck fbr 
die Oberflächendichte a. Bezeichnen wir den Winkel BCO 
mit 9, so ist 

' r« = a«-2aÄcos© + JB>. 

Ist a so gross, dass die höheren Potenzen von Ria vemach- 
lässigt werden können, so ist 

r-» = a-8(l +3i2/a.cos©). 

Bezeichnen wir die vertheilende Kraft e/a', welche von aus- 
geht, mit Z, so ist 

(7 = — 3 cos ö / 4 :w . X, \ 

wenn wir in der Formel fiLr a den Radius R als unendlich 
klein gegen a betrachten und fiLr r~^ den angegebenen Werih 
einftüiren. 

§ 58. Vollständige VertheUung. 

Befindet sich ein geladener Körper Ä (Fig. 58) im Inneren 
einer metallischen Schale BC, so wird die Mectricität in der 
letzteren vertheüt. Ist Ä positiv geladen, so wird die innere 
Fläche B negativ, die äussere C positiv electrisch. A habe 
die Ladung e, B die Ladung —e' und C die Ladung +e\ 
Wir zeigen, dass die vertheilte Mectricitätsmenge ^' gleich der 
vertheilenden e ist. Im Inneren von £C sei eine geschlossene 
Fläche D construirt. Ist W das Potential in der Schale BC 
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und Iß die Normale des Elementes dS der Fläche D, so ist 
nach § 14 (c) 

47r(ö-V)= -^f{dVjd9)d8. 

Da das Potential W in der Schale constant ist, so verschwindet 
das Integral und es ist demnach e = e\ Die Ladung « auf C 
kann abgeleitet werden oder zu derselben kann eine neue 
Ladung hinzugefügt werden, ohne dass eine Aenderung in den 
Ladungen Ä und B hervorgerufen wird. Wenn der vertheilende 
Körper ganz von dem Körper umgeben ist, in welchem die 
Vertheilung stattfinden soll, so sagt man, dass die Veriheüung 
voüstandig ist; die vertheilende und die vertheilte Mectncitäts- 
menge smd gleich ffroes, wie wir gesehen haben. 




Fig. 5S. 



Fig. 59. 



Der gefundene Satz kann bei Vergleichung der Ladungen 
Terschiedener Conductoren gebraucht werden. Wird die äussere 
Fläche von BC in Verbindung mit einem Messinstrumente ge- 
bracht, dessen Angaben dem Potential proportional sind und 
werden nach einander verschiedene geladene Körper in den 
Hohlraum von B C gebracht, so verhalten sich die Angaben 
des Apparates wie die Grössen der Ladungen. 

Die Kugel Ä mit dem Radius E^ habe die Ladung e 
(Fig. 59). BC sei eine mit Ä concentrische Kugelschale, deren 
Radien B^ und R^ sind. Auf der inneren Fläche BC ist die 
Ladung — e. Befindet sich keine Electricität auf der äusseren 
Fläche C, so ist das Potential W m Ä 
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Das Potential in einem Punkte innerhalb £C oder ausserhalb 
JiC ist Null, da beide Ladungen in Bezug auf einen äusseren 
Punkt wirken, wie wenn sie im Mittelpunkte concentrirt wären. 
Nach der Definition der Capacität C haben wir [vergL § 55 (g)] 

(a) C=«/«P=J2^üi/(Ä,-Ä,). 

Die Vertheilung kann in manchen Fällen fast vollständ^ 
sein; ohne dass der eine Conductor vom anderen vollständig um- 
schlossen ist. ^-BCund DEF {Fig, 60) seien zwei Conductoren, 
deren Oberflächen £C und DF sehr nahe 
bei einander liegen. Auf der Fläche JSC sei 
eine geschlossene Curve GiTbeschrieben, von 
deren Punkten Kraftlinien gezogen werden, 
die auf DF eine Curve KJ erzeugen. Durch 
die beiden Curven 6H und /iT wird eine ge- 
schlossene Fläche G' G JJ' K' KHW gelegt. 
Die von den Curven G' E' und T K' begrenzten 
Flächen liegen innerhalb der Conductoren 
und sind bezw. congruent den Flächen GH 
und JK. dS sei ein Oberflächenelement der 
geschlossenen Fläche G' H'J'K\ e und e' seien die Ladungen 
der Flächen GH und JK. W bedeute das Potential und p die 
Normale. Wir haben dann nach § 55 

(b) 47t{e + e')^ --ffdVIdv.dS. 

Das Integral verschwindet, da V innerhalb der Conductoren 
constant ist und zwischen den Conductoren die Kraft der ge- 
schlossenen Oberfläche parallel ist. Wir haben denmach 
e = — e\ Liegen die Flächen £C und DF sehr nahe bei 
einander, so ist auch c = — a', d. h. die Dichten an den beiden 
Oberflächen sind gleich gross, aber entgegengesetzt. 

Ist a der Abstand der Flächen DC mii DF und ist *; 
das Potential auf ABC, femer W^ das Potential zxd DEF, 
so wird die electrische Kraft F im Zwischenräume nach § 7 (c) 

*, = y/, + i^a, F^{V,^V^)la. 

Die Oberflächendichte <r wird [vergl. § 55 (e)] 

(7 = -<y'={y^i~¥^,)/43ra.. 
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Auf der Fläche S ist die Ladung 

e = (W^j — y^j) 1 4na.S vorhanden. 

Ist der Condnctor DF mit der Ekde yerbnnden, d. h. ist 
V, = 0, so wird die Capacitat C 

d. h. die Capacität ist dem Abstände der Conductaren indirect 
proportional. 

Diese Formel wird bei Luftcondensatoren gebraucht, wo a 
sehr klein ist. 

§ 59. Die meohaalflohe Xraftwirkimg an einer geladenen Fläche. 

Enthält ein Baumelement dv die Electricitätsmenge q dv, 
so wirkt auf dasselbe eine Kraft, deren Componenten X^dv, 
Yqdv und Zgdv sind. Nach § 55 (a) kann die ar-Componente 
durch 

\lin.dVjdx.^^Vdv=+\j4n.X{dXjdx+dYldy+dZldz)dv 
ausgedrückt werden. 

Im Inneren der guten Leiter ist die Kraft und auch die 
Dichte Null, dagegen wirkt eine Kraft auf das Oberflächen- 
element rfÄ, dessen Dichte a ist. Diese Kraft wird in folgen- 
der Weise bestimmt. AB (Fig. 61) sei die 
electrische Oberfläche, £C= dS das betrachtete 
Flächenelement, welches durch eine um den 
Punkt P als Mittelpunkt beschriebene unendlich 
kleine Kugel mit dem Radius P£ = PC aus- 
geschnitten wird. Pj liege auf der Normalen 
PP2^^ ^ ^> ^J^d Pg P sei unendlich klein gegen 
PB. Auf eine ElectricitÄtseinheit im Punkte Pj 
wirkt von der Fläche BC her die Kraft 2na 
(vei^l. § 13 Nr. 3). Auf den entsprechenden 
Punkt Pj auf der entgegengesetzten Seite von BC 
wirkt die Kraft — 2;ra'. Sind l, m, n die Cosinus 
der Winkel, welche P1P2 niit den Axen bildet, und X, Y, Z 
die Kraftcomponenten, welche vom electrischen System mit 
Ausnahme von BC herrühren, so haben wir 

X^ = -^dW2ldx = X+2nal, X, = ^ dWJdx = X'-2nGl, 
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X^y Xj und W^, Vf^ sind bezw. die Eraftcomponenten und die 
Potentiale in den Punkten P, und P^ Wir haben 

(c) X=i{X, + Z,)- 

Analoge Ausdrücke gelten f&r die übrigen Kraftcomponenten. 
X ist die Kraft, welche auf die Mectricitätseinheit von dS in 
der Richtung der x-Axe wirkt Das Flächenelement dS wird 
also in der Richtung der or-Aze durch die Kraft 

(d) Xarf5 = |(l, + lj)arfÄ 
bewegt. 

Gehört das Element dS der Oberfl&che eines guten Leiters 
an und liegt P^ im Inneren desselben, so ist die Kraft in Pj 
gleich Null. Wird die in P^ wirkende Kraft mit F bezeichne^ 
so ist nach (c) und (d) die Kraft, welche auf dS wirkt, 

(e) {F<Td8. 

Da nach § 55 (e) P= + 4;ra ist, so wird die gesuchte Kraft 

(f) 2na^d8^ll%n.F^.d8. 

Eine interessante Anwendung hiervon hat W. Thomson 
bei der Construction seines absoluten Slectrometers gemacht 
Dieses besteht aus einer isolirten Metallplatte EF und einer 
kleineren runden Platte (7i>, welche mit EF parallel ist CD 
bildet einen Theil des Bodens eines niedrigen MetaUcylind^s 
Ä B (Fig. 62). Hat EF das Potential V^, haben dagegen CD 

und Ä B das Potential Null, so 
wird CD von EF angezogen 
mit einer Kraft, welche in fol- 
gender Weise bestimmt wird. 
Da ^J? und CB sich fast wie 
ein einziger Körper verhalten, 
so ist auf der Lmenfl&che von 
äBCB keine merkliche Ober- 
flächendichte. Die Dichte auf 
der äusseren Fläche von CD 




Fig. 62. 



sei (T, der Abstand zwischen CB und EF sei a und die Fläche 
CB^a. Die Kraft X, welche CB gegen EF zieht, ist 
nach (e) gleich 

K^\F(r8. 
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Wir haben Fa^ W (vergL § 7) und 4 » er = ^, also ißt 

Man bestinunt das Gewicht, welches nöthig ist, um die elec- 
trische Anziehung aufzuheben. M Gramm seien hierzu er- 
forderlich, so ist 

wo ff die Beechleunigung der Sdxwerkraft ist. 



ß 



§ 60. IHe eleotriichen Kraftlinien. 

Alle Einwirkungen, durch welche Mectricität hervor- 
gebracht wird, wie Beibung, Yertheüimg u. s. w., bringen gleich 
grosse Mengen positiver und negativer Mectricität hervor; 
man ist deshalb zu der Annahme berechtigt, dass in jedem 
unelectrischen Körper gleich viel positive wie negative Mec- 
tricität vorhanden ist. Ä und £ (Fig. 63) seien zwei durch 
Reibung electdsirte Körper, welche all- .... 

mählich weiter und weiter von einander, 
wie in Fig. 64, entfernt werden; dabei 
behalten sie ihre gleich grossen aber 
entgegengesetzten Ladungen. Ä und £ 
seien gute aber isolirte Leiter. Vom 
umfange eines Oberflächenelementes 
dS auf Ä seien die ErafUinien con- 
struirt, welche auf JB ein Flächen- 
element dS' begrenzen. Der von den 
Kraftlinien und den beiden Elementen 
d8 und dS' begrenzte Baum wird als Sphandyhid bezeichnet. 
Ist auf dS die Dichte a, auf dS' die Dichte a', so kann man 
durch die an die Formel § 58 (b) geknüpften Betrachtungen 
nachweisen, dass 

Die Oberflächendichten auf den beiden geladenen Conductoren 
Ä und JB sind also den Flächen, welche von dem Sphondyloid 
abgegrenzt werden, verkehrt proportional. 

Ist der Conductor Ä mit der positiven Meotricitätsmenge 
Q geladen und wird die Oberfläche von ^ in Q Theile zerlegt, 
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von denen jeder eine Einheit der Electricitätsmenge enthält, 
80 zerlegen die von der Umgrenzung der Q Theile auf Ä ge- 
zogenen Kraftlinien die Fläche B ebenÜEdls in Q Theile, Ton 
denen jeder eine negative Electricitätseinheit besitzt. 

Hat ein Conductor AB CD die Ladung e und das Potential 
Wy SO sind die äquipotentiellen Flächen Kugeln in einem Ab- 
stände, der sehr gross gegen die Dimensionen des Conductors 
ist. Wird die äquipotentielle Fläche, deren Potential (V-1) 
ist, construirt, so ist diese dem Conductor am nächsten an den 
Punkten Ä, B und B (Fig. 65). An diesen Punkten ist auch 
nach § 55 die electrische Kraft und ebenso die Oberflächen- 
dichte am grössten. Dort liegen die 
Kraftlinien am dichtesten bei einander. 
Hat der Conductor nach aussen her- 
vortretende Kanten oder Spitzen, so 
wird an diesen die Dichte sehr gross; 
die letztere wird unendlich gross an 
einer vollkommen scharfen Kante. 
Hierauf beruht die sogenannte Spitzen- 
Wirkung; an den Spitzen ist die 
Dichte der Electricität am grössten 
und daher strömt die Electricität 
besonders an den Spitzen leicht ans. 
welche sich am Conductor befinden. 

Ist Ä (Fig. 66) ein mit positiver Electricität geladener 
Conductor, B ein isolirter Conductor ohne Ladung, so ist an 
allen Stellen des Körpers B^ die von den von A ausgehenden 

Kraftlinien getroffen werden, 
negative Electricität vor- 
handen. Von den anderen 
Punkten auf B gehen wie- 
derum Kraftlinien aus; die 
Zahl der auf B treffenden 
ist der Zahl der von jB 
auslaufenden gleich. Die 
Oberfläche von B besteht demnach aus zwei Theilen mit 
entgegepgesetzten Ladungen. Die Theile sind durch eine um 
den Körper B verlaufende Curve getrennt, längs welcher die 




Fig. 65. 




Fig. 66. 
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Oberflächendichte o* und also auch die electriscbe Kraft Null 
ist Diese Curve ist die SchnitÜinie zwischen B und einer 
äquipotentiellen Fläche um Ä. 

ABC (Fig. 67) sei ein Conductor, an dessen Oberfläche 
das Potential constant und gleich W ist, und A' B' C sei eine 
äquipotentielle Fläche vom Potential 4^^. Wir stellen uns vor, 
dass die Ladungen der einzelnen Flächenelemente , z. B. ^^ 
= dS^ nach aussen in der Richtung der Kraftlinien bewegt 
und auf die Fläche A' B' C tiber- 
tragen werden. Ist letztere Fläche 
ein Conductor, so ist die übertragene 
Electricität auf ihr im Gleichgewicht. 
Wenn innerhalb der Fläche A' B' C 
das Potential ¥^^ ist und ausser- 
halb derselben das Potential seinen 
früheren Werth behält, so ist ftLr 
alle äusseren Punkte die Bedingung 
V*^a = erftQlt. Die electrischen 
Kräfte in ^^ und A' B' seien bezw. 
i'und Fy so haben wir nach § 65 (f), da AB und AB' von 
Kraftlinien begrenzt sind 

AB.F^A'B'.F. 

Sind a und a' die Dichten bezw. in AB und A' B\ so ist 
femer AB .a ^ A' B\g', Wir erhalten also 

F\g^F' \g'. 
Es ist aber F ^ \na und also auch F ^ ^n a\ 

Theilen wir demnach die Oberfläche des Conductors in 
Elemente, von denen jedes die electrische Menge Eins enthält, 
und ziehen wir von der Begrenzung des Elementes aus Kraft- 
Unien, so begrenzen diese eine Bohre. Die Bohre durch- 
schneidet die den Conductor umgebenden Niveauflächen in 
solcher Weise, dass ftlr alle Flächen 

F\a'^F'\a"^...F\a 

ist. Aus der Gestalt der Krafkröhren erhalten wir ein Bild 
flir die Vertheilung der electrischen Kraft im Baume. Somit 
können wir aus der Vertheilung der Kraftlinien direct die 
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AnsiehungB- und Absiossungskräfte erkennen. Zwei in dem- 
selben Sinne laufende ErafUinien stossen sich ab, sodass die 
Abstossnng der Spannung, welche in der Kraftlinie auftritt 
(Yeigl. § 27), das Gleichgewicht hält. 

§ 61. Die eleotrische Energie. 

Hat ein Conductor die Electricitatsmenge «, so kann er 
in Folge derselben eine Arbeit leisten; er besitzt eUetrüche 
Energie. Wird die geladene Oberfläche ABC (Fig. 67) aus- 
gedehnt, sodass sie allmählich nach einander die Gestalt der 
äquipotentiellen Flächen annimmt, so leisten die auf die elec- 
trische Oberfläche wirkenden Elräfte eine Arbeit, welche be- 
stimmt werden kann. Hat die Oberfläche des Conductors das 
Potential Vy und wird sie erweitert bis zum Zusammenfallen 
mit der äquipotentiellen Fläche, deren Potential V+ rf^^ ist, 
so kann die geleistete Arbeit in folgender Weise berechnet 
werden. Auf ein Flächenelement dS mit der Ladung tr wirkt 
nach § 59 (e) die Kraft ^.FadS. Der Abstand der äqui- 
)potenti6llen Fläche W + dW vom Conductor sei dv. Die bei 
der Bewegung des Elementes dS geleistete Arbeit ist \F<rdSd9. 
Die Gesammtarbeit wird also 

\ffFad8dv. 

Nach der Definition der äquipotentiellen Flächen [vergl. 
§ ^^(^)] ^^^ Fdfß= --dW] wir haben abo ab Gesammtarbeit 

^\ffadWdS:=^{fedVf. 

Wird die Oberfläche des Körpers erweitert zur äquipotentiellen 
Fläche, deren Potential Null ist, so ist die geleistete Arbeit F 



(a) r» ^\JedW^\eW. 

y 
W ist die gesanmite Arbeit, welche unter den gegebenen Ver- 
hältnissen ausgeführt werden kann und heisst deshalb die 
potenäeüe Energie des Conductors. 

Die electrisehe Energie eines Conductors kann demnach 
geometrisch folgendermaassen dargestdlt werden. Wir con- 
struiren um den Conductor L (Fig. 68) mit dem Potential ^ 
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Fig. 68. 



die äquipotentiellen Flächen, deren Potentiale der Beihe nach 
V— 1, ^—2, fP— 3 u. 8. w. sind und zertheilen die Oberfläche 
des Körpers L in solcher Weise, dass 
jeder einzelne Theil die Ladung 1 
besitzt. Durch die von den Grenz- 
linien der einzelnen Theile auslaufen- 
den Kraftlinien und durch die Niveau- 
tlächen wird der ganze den Körper L 
umgebende Baum in eV Theile zer- 
legt; die Zahl dieser Theile giebt den 
doppelten Werth der electrischen 
Energie. 

Wird die electrische Energie mit 
W, die Capacität mit C bezeichnet, so haben wir e^^CW 
nnd femer 

(b) r=|<?^ = l^y^> = |i?Vc. 

Wir haben früher gesehen, dass die Energie auch durch 
W^\ffFGdSdv^\j%n.ffF^d8dv I 
gegeben ist. 

Sind Xj J, Z die Componenten der electrischen Kraft und 
ist das Baumelement gleich dxdydz, so wird also 

(c) W^\l%n.fff{X^+Y^ + Z^dxdydz, 

Haben die beiden Conductoren JÄCund ^'J'C (Fig. 67) 
bezw. die Ladungen +e und — « und die Potentiale ^^ und 
4^29 80 erhält man in derselben Weise ihre potentielle Energie 
dadurch, dass man sich die Ladung + e von ABC allmählich 
ausgebreitet denkt auf den äquipotentiellen Flächen, welche 
ABC umgeben. Auf diese Weise gelangt die Ladung e zu- 
letzt nach A' B'C\ Das Integral in (a) lautet dann 

Diese Betrachtungsweise lässt sich in allen Fällen anwenden. 
Ein System von Conductoren, welche die Ladungen «j, e^, e^,,, 
und die Potentiale V^^, V^, ^^... haben, besitzt in Bezug auf 
einen Conductor, dessen Potential Vj, ist, die potentielle Energie 
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(e) r= \e, {W, - W,) + ^e,{^,-W,) + ... 
Ist die Summe aller electnschen Ladungen Null, d. h. 

^1 + «2 + «3 + ...0, 

SO haben wir 

(f) iF=\e,W,+ie,V, + ... 

Werden also alle geladenen Conductoren auf dasselbe Potential 
gebracht, so ist die electrische Energie von der Grösse des gemein- 
schaftlichen Potentials unabhängig. 

Der Ausdruck für die electrische Energie kann auch noch 
in anderer Weise hergeleitet werden. In einem System elec- 
trischer Conductoren ist die electrische Yertheilung dadurch 
bestimmt, dass im Punkte mit den Coordinaten x, g, z die 
Dichte Q gegeben ist Das Potential in einem beliebigen 
Punkte ist dann nach der üblichen Bezeichnung 

Das Potential wächst und nimmt ab in gleichem Verhältniss 
mit Q. Wird die Dichte der Electricität an allen Stellen yer- 
doppelt, so geschieht dasselbe mit dem Potential. 

Wird aus jedem Raumelement die Ladung 1 jn.Qdr ent- 
fernt, so ist das Potential (n — l)/n.¥^. Um die Electricit&ts- 
menge l/n./prfr nach einem entfernten und sehr ausgedehnten 
Körper, etwa der Erde, deren Potential V^ sein möge, über- 
zuführen, muss die Arbeit l/n./(>dT(V— Vq) geleistet werden, 
wenn n eine sehr grosse Zahl ist. Wird wiederum die Menge 
Ijn.fgdr fortgeschafPfc, so ist die Arbeit 

erforderlich. Ist zuletzt die gesammte Ladung zur Erde ab- 
geführt, so ist die geleistete Arbeit W 

r=l/n./prfT(l+(n-l)/«+(7i-2)/n + ... + l/n)y^-«Po/?^^- 
Wir haben 

1 +(»- l)/n + (n- 2)/n + ... + l/n=:w(n+ l)/2» 
und, wenn n sehr gross ist, 

(g) W^\fWQdT-^%.fQdx. V^-^ruii^.^ 
Ist die Summe der vorhandenen Electricitätsmengen Nu11,kS0 
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Da 

V* «P = ö" Wjdx* + d* Vjdy* + d* W/dz* = -4ng 

ist, 80 ei^ebt 

W='-llSit./f/V.{d*Wldx*+d'W/dy*+d*Wldz')dTdydz. 

Nun ist aber 

/// V,d*VldxKdx dy dz 
= ff{V.dVldx).dydz~ff/{dVldx)*.dxdydz. 

Demnach erhalten wir dnrch theilweise Integration, welche 
Ober de n gMizen Raain_ ausgestreckt wird 

f Jr=.ll8n.f{{dWldxy + {dWldyY;i-{dWldzY)dr 
^^ l =l/8«./^rfr. 

Dieses Resultat ist oben für die Energie in einem guten Leiter 
abgeleitet. 

§ 62. Ein System von Condnotoren. 

Sind mehrere isolirte Conductoren A^, Ä^, Ä^ u. s. w. ge- 
geben und wird einem derselben A^ eine EHectricitätseinheit 
mitgetheilt, während die anderen keine Ladung haben, so er- 
hält A^ ein bestimmtes Potential p^^, während die Potentiale 
von A^j A^ u. s. w. bezw. />jj, p^^ u. s. w. sind. Wäre A^ die 
Ladung 1 mitgetheilt worden, wäJirend die übrigen Leiter ohne 
Ladung geblieben wären, so ist das Potential auf J^, gleich p^s? 
und die Potentiale auf A^j A^, A^.,, sind bezw. /?jj, /?jj, /^^^ . . . 
Wird nun dem Conductor A^ die Ladung e^, dem Conductor 
Ä^ die Ladung e^ u. s. f. mi^etheilt, so werden die Potentiale 
V^j V^2 ... bezw. die Conductoren A^^ A^, ^3 ••• ausgedrückt durch 

(V.^PU^I +P21^2+Pb1^B + '" 
W |*2=?12«1 +P22^2+PS2^3 + "' 

Die gesammte Energie des electrischen Systems ist 

(b) W^i{V,e, + W,e, + W,e, +...). 

Demnach ist 

(C)/2^=?11^1* +;'2a V +ft8 V + ••• + (7^12 +P2l)^l^2 

l + {Pl3 +P3l)^l ^8 + (fts + P32)^2 «8 + • • • 

13* 
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Wird einem der Conductoren, z. B. A^, eine unendlich 
kleine Electricitätsmenge Se^ zageftihrt, so wird die Energie 
des Systems um SW= ^i*«i vermehrt. Dieser Zuwachs der 
Energie ergiebt sich auch aus (c), denn es ist 

(d) <yr= {p^^e^ +i{Pi2 +Pii)^2 + \{Pi9 +fti)«a + .-O^v 
Da nun ^^ in diesem Falle auch gleich V^iSe^ ist, so folgt 
aus der ersten der Gleichungen (a), dass 

(e) *r = (pjj e^ + fti e^ + fti ^8 + • • *<?i- 

Durch Vergleichung der Formeln (d) und (e) ergiebt sich, dass 

^P%i = F«i + Aa» ^Pzi =Pzi +Pis^' ' • 
Also ist 

(0 Pii = Pii y Psi = Pi9 ™d aUgemein p^^^p^ ^. 

Die electrische Energie W, des Systems kann also als 
homogene quadratische Function der Ladungen ausgedrückt 
werden durch 

l + 7^13 ^1 «8 + Äs ^1 ^3 + • - • > 

wo die Coefficienten p^^ als Potentialcoefficienten bezeichnet 
werden. 

Werden die Gleichungen (a) nach e^j e^, ^s • • • aufgelöst, 
so folgt, dass 

^8=?13^1+y88^8+y88^3 + - • 

Wird dem Conductor Ä^ die Ladung Se^, dem Conductor A^ 
die Ladung Se^... zugeführt, wodurch das Potential V^ den 
Zuwachs SW^ erhält, während die übrigen Potentiale ihre 
Werthe behalten, so haben wir 

Der Zuwachs der Energie ist also 

(i) SW^=q,,>P,SW,+q,,W,SW,+q,,%S*P,+... 

Nach der Gleichung (h) bestimmt sich die Energie fF aus 
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w 



fr, 



Erföhrt <f\ den Zuwachs SW^, so ^d 

Dnrch Vergleichung der Formeln (i) und (1) ergiebt sich, dass 

Die durch die Potentiale ausgedrückte Energie ^«r ist also 
durch 

gegeben. Die Coefficienten y^„, bei welchen die Indices ein- 
ander gleich lauten, sind die Capadtäten der verschiedenen 
Conductoren; die Coefficienten g^^, bei welchen die Indices 
von einander verschieden sind, heissen Inducäanscoefficienten. 
Die Elnergie kann also sowohl durch die Ladungen als durch 
die Potentiale ausgedrückt werden; im ersteren Falle wird sie 
bezeichnet mit JF^j im letzteren 
mit W^, 

Die Bedeutung der Coefficienten 
^11» ?2«> • • • ^8* folgende. Ist -4^ 
(Fig. 69) ein isolirter Conductor mit 
der Ladung e^ und sind A^, A^ u. s. w. 
mit der Erde verbunden, so haben wir 

^8 =?18^1^ • • •» Fig. 69. 

da y^, , *g u. s. w. Null sind. 

jTii ist die Capacität des Conductors A^ unter diesen Ver- 
hältnissen. Die Capacität eines Conductors ist demnach die 
Mlectricitätsmenffe, welche derselbe enthalten muss, damit sein 
Potential gleich der Einheit ist, während alle übrigen Con- 
ductoren das Potential Null haben, q^^^, q^^ ... geben die 
Electricitätsmengen, welche auf die mit der Erde verbundenen 
Conductoren ^, A^ . . . inducirt werden, wenn A^^ bis zur 
Potentiaieinheit electrisirt ist. Die Coefficienten q^^, ?i3 - • • 
sind negativ. Die yon J^ ausgehenden Kraftlinien können 
entweder nach der Erde verlaufen, oder auf den Conductoren 
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A^, A^ u. 8. w. endigen. Da an ihren Endpunkten auf A^ 
positive Ladung vorhanden ist, so müssen ihre Endpunkte auf 
dem anderen Conductor negative Ladung zeigen. 

Dagegen sind die Coefficienten p^^^ Pis' ''Pmn Positiv. Sind 
die Ladungen der Gonductoren A^, A^,. , nämlich 

Ca "~" Ca ~~- Ca "^~ • • • ~"— vi I 

so haben wir 

M ^ Pu ^1 » ^2 ^ P\% ^1 > • • • 
Li die Oberflächen der ungeladenen Gonductoren A^, A^.,. 
treten ebenso viele Elraftlinien ein als aus. Da die Kraftlinien 
von Orten höheren Potentials zu solchen niedrigeren Potentials 
verlaufen, so kann also das Potential eines ungeladenen Con- 
ductors in einem electrischen Felde nicht das grösste sein, es 
liegt zwischen dem grössten und kleinsten Potentialwerth. 
Wird der Conductor A^ mit der ElectriciiÄtseinheit geladen, 
so ist sein Potential p^^. Ln unendlich fernen Punkte ist das 
Potential NuU. Demnach ist 

Pii >Piiy überhaupt ;?„„>/?„„ und ebenso p^^>p,^^ 

Ferner liegt p^^ zwischen p^^ und Null, und da p^^ positiv 
ist, so ist auch p^ ^ positiv. Nur dann, wenn der geladene Con- 
ductor den ungeladenen umschliesst, sind die Potentiale beider 
gleich. Wenn aber die Gonductoren ausserhalb einander liegen, 
so ist immer 

Pnn>Pmn ^^^ Pn.n.>P^n' 

§ 63. Mechanische Kräfte. 

Die Gonductoren seien isolirt; ihre Ladungen können sich 
dann bei einer Verschiebung nicht ändern. Die Potentiale 
hängen von den Ladungen in der im § 62 (a) angegebenen 
Weise ab. Die auf die geladenen Oberflächen wirkenden 
Kräfte suchen die Gonductoren in Bewegung zu setzen. Wir 
setzen voraus, dass alle Gonductoren, mit Ausnahme von A^y 
ihre relative Lage zu einander behalten; A^^ kann sich in der 
Sichtung der or-Axe bewegen und wir bestimmen die Kraft, 
welche A^ in dieser Richtung zu bewegen sucht Die Ver- 
schiebung, welche A^^ in der angegebenen Sichtung erfährt, 
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sei dx. Die Energie W^ des Systems wird bei der Verschiebimg 
um XSx vermindert. Nach der Bewegung ist die. Energie 
W^+ SW^ und wir haben 



X= --SW.jSx. 



und 

(a) 

Nach § 62 (g) ist aber 

(b) X = \e^^Sp^^ lÖx + \e^^ Sp^^ ISx+.., + e^ ^2*^12/*^ + • • •> 

weil die Ladungen bei der Bewegung sich nicht ändern und 
von der Bewegung Sx unabhängig sind. Dieselbe Betrachtung 
kann stets dann angewandt werden, wenn der Conductor eine 
Bewegung ausführt, für welche die vom Systeme ausgeführte 
mechanische Arbeit in der Form XSx dargestellt werden kann. 
Wir bestimmen jetzt die Kraft, mit welcher einer der 
Conductoren in der Richtung der x-Axe bewegt wird, wenn 
die Potentiale constant bleiben. A^, A^, -^s • • • seien die 
gegebenen Conductoren (Fig. 70). Dieselben stehen durch sehr 
dünne Leiter mit sehr grossen 
Conductoren £^, B^, B^ , . . 
in Verbindung, welche bezw. 
die Potentiale V^, %, %... 
haben und so weit von dem 
Systeme der Conductoren A 
entfernt sind, dass sie keinen 
Einfluss auf dasselbe haben. 
Erfährt der Conductor A^ die 
Verschiebung Sx, so erhalten 
die Ladungen e^, e^, ^3 • • • 
die Zuwachse Se^j Se^, öe^ . 




Fig. 70. 
und wir haben nach § 62 (h) 



Se, = W,Sq,, + W,Sq,, + %Sq,, + ... 
Se, = V, Sq,, + W, Sq,^ + W, Sq,, + ... 
Se, = «f^i^?!, + «P,^y„ + %Sq,, + ... 

Die electrische Energie des Systems erhält dabei einen Zuwachs 
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oder 

. *r= W.^Sq,, + %'Sg,, + W.'Sq,, + ... 

Aber nach § 62 (n) ist die Energie bei der neuen Configura- 
tion der Conductoren gleich W^ + S W^, wo 

Die geleistete Arbeit ist XSx, Die Summe der ursprünglich 
vorhandenen Energie W^ und der zugeführten Energie J AT ist 
gleich der Summe der Energie in der neuen Stellung und der 
geleisteten Arbeit. Wir haben also 

w^ + s jr:=^ /fv + s n\p + x.Sx, 

X.Sx^SW^SJF^. 
Setzen wir die fllr S W und 8 W^t gefundenen Ausdrücke ein, 
so wird 

Demnach ist 

(d) X.8x=^8W^ oder X^8W^\8x. 

Wir haben femer 8W ^ 2X.8x, 

Die elecirische Energie^ welche dem Systeme zttgefuhrt 
wird, ist also doppelt so gross wie die geleistete mechanische 
Arbeit Wenn nämlich bei der Verschiebung der Conductoren 
die Potentiale derselben sich nicht ändern, so muss von B^, 
B^j -Sj u. s. w. den Conductoren A^^ A^j A^ u. s. w. Energie 
zufliessen. Die eine Hälfte der zugeflihrten Energiemenge 
8W dient zur AusftLhrung der Arbeit, die andere zur Ver- 
mehrung der electrischen Energie. 

§ 64. Condensator und Electrometer. 
1. Parallele Platten. 

Befinden sich zwei Körper von verschiedenem Potential 
nahe bei einander, so kann auf den einander zugewandten 
Flächen eine verhältnissmässig grosse Menge Electricität an- 
gesammelt werden. Sind A und B zwei solche Körper, welche 
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bezw. die Potentiale ^^^ und V^ haben, und sind die einander 
gegenüberstehenden Flächen der Körper Ebenen, so ist die 
electrische Kraft im Zwischenräume überall constant, ausge- 
nommen in der Nähe des Bandes der ebenen Flächen. Ist a 
der Abstand der Ebenen und ^^^ grosser als ^^^ ^^^ ^^^ ^^ 
Kraft von A nach B gerichtet, so wird nach § 7(c) 

(a) «'i = *3 + Fa und F^ {V, - %)la. 
Die Oberflächendichte auf Ä^ bestimmt sich aus 

^nG=^F oder G = [W^-%IAna. 

Ist S die nach B gekehrte Fläche des Gonductor J, so haben 
wir für die Ladung e^ auf S 

(b) ej = Ä<r = (*•, - W^).SI4na. 

Die Ladung e^ auf B ist — e^. Die electrische Energie Fy/ des 
Systems ist 

oder 

(c) r^=l/8;r.(V, - V,)^Ä/a, 

wo die Energie durch die Potentiale ausgedrückt ist. Aus (b) 
und (c) ergiebt sich, dass 

(d) ir,^2nae,^IS. 

Ist die jr-Axe senkrecht zu den ebenen Flächen der Gon- 
dactoren und ist dieselbe von A nach B gerichtet, so haben 
wir, wenn die x-Coordinate der ebenen Fläche von A gleich x^, 
die der ebenen Fläche von B gleich x^ ist, a = ar^ — x^ und 

r^ = ll8n.{V, - %y.8l{x, - x,Y K = 2ne^\^^ - x^)l8. 

Die mechanische Kraft, welche auf A wirkt, ist nach § 63 (a) 

Xj = - 8W, j8x^ = 2ne^^lS\ X^ = 2nGe^ = \Fe^, 

Dies stimmt mit § 59 (e) überein. Nach § 63 (d) ist ferner 

Dies ist in üebereinstimmung mit § 59 (f). Aus dem für //V 
aufgestellten Ausdrucke ergiebt sich auch, dass 

W^=\j8n.F^.8[x^'^x{), 
welche Formel mit § 61 (i) übereinstimmt. 
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Die Capacität C ist C = e^ /{W^ - W^)\ ist W^ = 0, so haben 
wir C= Sfina, 

2. Concentrische Kugelflächen. 

Ist eine Kugel Ä^ mit dem Radius R^ umgeben von der 
concentrischen Kugelschale Ä^ mit den Radien B^ und R^ und 
wird A^ die Ladung e^, Ä^ ^q Ladung e^ mitgetheilt, so hat 
die innere Fläche von J^ die Ladung — e^ , während die 
äussere Fläche die Ladung e^ + e^ hat. 

Die Potentiale in der Kugel A^ und innerhalb der Kugel- 
schale A^ sind also bezw. 

Demnach haben wir 

e, = i?,Ä,/(Ä, - i?,). % - R,.S,I{R, - R,). % 
und 

e, = -R,RJ{R,-R,).W, + (R, + R,.RJ{R,-R,)).W,. 

Diese Gleichungen entsprechen den in § 62 (h) aufgestellten. 
Das Potential Vi im Räume zwischen den beiden Kugeln ist 

W,=^eJr-eJR, + {e,+e,)IR,, 

wenn r der Abstand des betrachteten Punktes vom Kugel- 
mittelpunkte ist. Ausserhalb der Kugelschale ist dagegen das 
Potential 

Die Capacität C für die innere Kugel wird aus e^ =^ CW^ be- 
stimmt, indem y'", = gesetzt ist; also haben wir C = R^R^Iaj 
wenn mit a der Abstand zwischen der Oberfläche der inneren 
Kugel und der Innenfläche der Kugelschale bezeichnet wird. 

3. Coaxiale Ci/linderfiächen. 

Zwei sich gegenüberstehende coaxiale Cylinderflächen J^^ 
und A^ mögen bezw. die Potentiale W^ und y^,, femer die 
Radien R^ und R^ haben. Ein Punkt in dem Räume, der Jj 
und A^ trennt, habe von der Axe des Cylinders den Abstand r. 
Für denselben Raum genügt das Potential W der Gleichung 
V*y''= 0. Da die Niveauflächen in dem betrachteten Räume 
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mit A^ coaxiale Cylinderflächen sind, so können wir der Glei- 
chung v*^= die Form (vergL § 15) 

geben und erhalten durch Integration 

V = c log r + Cj. 
Für r = Äi ist «^ = «^1 und für r = Ä^ ist V = «'g, also wird 

W, = % .(log A3 - log r)/(log Ä, - log ÄO 
+ «'3.(log r - log Ä,)/(log R^ - log Ä,). 

Für einen Punkt ausserhalb des äusseren Gylinders ist das 
Potential 

V«=*2 + ^(logr-logÄ3), 
wenn r der Abstand des betrachteten Punktes von der Cy- 
linderaxe ist. Die Constante c kann nicht durch die Potentiale 
allein bestimmt werden. Die electrische Kraft F im Zwischen- 
räume ist 

F=- dV.ldr =^-{%- *i)/(logÄ3 - logÄ,).l/r. 
Die Oberflächendichte o-j und «r, auf A^ und A^ sind nach 
§ 55 (e) 

a, = {V, - V,)l(}ogR, - logÄ,).l/4«Ri 
«7, = («P,- W,)l(logIt,-\ogB,).ll4n2t,. 

Auf der Länge / des Cylinders Jy^ befindet sich also die 
Electricitätsmenge «j = 2nB^la^^ und wir haben 

e, = //2.(«^,-«^3)/(logi?3-logi?,). 
Auf der inneren Fläche von A^ ist eine ebenso grosse Ladung 
entgegengesetzter Art vorhanden. Die Capacität C eines Theiles 
von der Länge / des inneren Cylinders ist 

(7=i//(logÄ3-logi?i). 

4. Las Quadrantenelectrometer. 

A^A^ seien zwei Metallplatten, deren Potential ^^ ist, 
A^A^ seien zwei ebensolche Platten mit dem Potential ^3 
(Fig. 71). In der Mitte zwischen beiden Plattenpaaren liegt 
eine Platte A^ mit dem Potential V3. Wir setzen voraus, 
dass *i < y'g < Vj. Wird A^ um die Strecke 8x in der Rieh- 
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tung von Ä^ nach A^, also in der Längsrichtung, verschoben, 
so ist das Raumstück bSx von rechts nach links gerückt, 
wenn b die Breite der Platte Ä^ ist. Hat A^ von A^ und i, 
den Abstand a, so ist die zwischen A^ und A^ wirkende Kraft 
t\ = (V3 — Vi)/a, während die zwischen A^ und A^ wirkende 
Kraft -^2 = (^3 "" ^2)/^ ^^^9 unter der Voraussetzung, dass die 
betrachteten Punkte nicht in der Nähe der Kanten von A^ 




Fig. 71. 

oder im Baume zwischen A^ und A^ liegen. Nach § 61 (i) 
ist die electrische Energie ^=: l/Sn./F^dr, Bei der be- 
trachteten Bewegung wird die Energie auf der linken Seite 
des Plattenpaares um 1 l87t.{W^ — W{)*la^.2abSx vermehrt, 
dagegen auf der rechten Seite um 1/8«.(V3— W^)^/a^.2abSx 
vermindert. Die Vergrösserung der Energie ist also 

Sfr^ = bdx({W^-^ W^)*-{%^ %Y)IAna. 

Dieser Ausdruck giebt jedoch den Zuwachs der Energie nicht 
vollständig an, da keine Bücksicht auf die Verhältnisse an den 
Kanten genommen ist. Wir setzen daher 

Die Kraft Z, welche A^ von rechts nach links zu bewegen 
sucht, ist dann nach § 63 (d) 

Wir können dieses Besultat auf das Quadrantenelectrometer 
anwenden. Zeigt in diesem Instrumente die bewegliche Alu- 
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miniumplatte den Ausschlags winkel 0j so können wir nähe- 
rangsweise 

setzen, wo V^ und V, die Potentiale auf den Quadranten sind, 
4^3 das Potential der Aluminiumplatte und a eine Constante 
ist, deren Grösse von der Gestalt und den Dimensionen des 
Apparates abhängig ist. 

§ 65. Sie Bielectrioa. 

Bis jetzt haben wir vorausgesetzt, dass die betrachteten 
Körper entweder gute Leiter oder vollkommene Isolatoren 
waren, auf denen die Ladung vollständig unbeweglich ist. Die 
Erfahrung zeigt indessen, dass es keine vollkommene Isola- 
toren giebt. 

Auch auf den Isolatoren wird die Electricität durch Ab- 
leitung entfernt, welche zum grössten Theil von der Flüssig- 
keitsschicht herrührt, mit der die Luft den Isolator überzieht. 
Aber selbst wenn diese Schicht durch sorgfältiges Trocknen 
beseitigt wird, bleibt eine Ableitung bestehen. Wird einem 
Isolator an einer Stelle eine electrische Ladung mitgetheilt, so 
hat sich dieselbe in dem Isolator nach längerer Zeit ebenso aus- 
gebreitet wie in einem guten Leiter. Ausser dieser Wirkung 
findet auch eine andere augenblicklich eintretende statt. Wird 
ein beweglicher Isolator in die Nähe eines geladenen Conductors 
gebracht, so stellt sich der Isolator auf dieselbe Weise ein wie 
ein guter Leiter, woraus hervorgeht, dass in demselben doch 
eine augenblickliche Verbreitung der Electricität stattfindet. 
Nach Faraday bestehen die Isolatoren aus sehr kleinen Lei- 
tern, die durch ein isolirendes Medium getrennt sind. Die 
Capacität eines Conductors wird vermehrt, wenn an Stelle der 
Luft als Isolator zwischen den Flächen andere Isolatoren, wie 
Glas, Schellack, Kalkspath u. s. w. gesetzt werden. 

J und £ (Fig. 72) seien zwei Conductorplatten, welche 
durch einen Isolator CI) getrennt werden. Ä sei auf das Po- 
tential Vj, £ auf das Potential ^^ gebracht; die Oberflächen- 
dichte auf Ä sei <ry die auf £ ist dann ~ a. 

Um dieses zu erklären, nimmt Faraday an, dass in dem 
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Fig. 72. 



Isolator CD eine eigenthttmliche Electrisirung stattfinde, wobei 
die in ihm enthaltenen einzelnen leitenden Theilchen negative 
Electricität auf der rechten und positive auf der linken Seite 
^ erhalten. So wie eine mechanische Kraft zu einer 

elastischen Verschiebung Veranlassung geben 
kann, so wirken die von den Condensatorplatten 
ausgehenden Ejräfte electromotorischy indem sie in 
den Theilchen des Dielectricums ein Strömen 
der Electricität verursachen. Die positive Elec- 
tricität strömt im Theilchen nach der linken, 
die negative nach der rechten Seite. 

Durch diesen Vorgang, den virir als dielec- 
irische Verschiebung bezeichnen, findet eine Polari- 
sation aller Theilchen statt. 

Der Zustand im Dielectricum ist mit der 
Polarität der Theilchen eines permanenten Mag- 
neten zu vergleichen. 

Die Menge %, welche durch eine zu A und B parallele 
Flächeneinheit fliesst, muss gleich tr sein. Die Flächeneinheit 
der Oberfläche des Isolators erhält bei A die Ladung — er, 
und ebenso bei B die Ladung +0-. a sei der Abstand zwi- 
schen Ä und Bj deren Potentialdifferenz Vj — y^, ist. Die 
Kraft im Zwischenräume ist 

(a) F={W,-%)la. 

Wenn die Electricitätsmenge 2), welche durch die Flächen- 
einheit strömt, der im Isolator wirkenden Elraft proportional 
ist, so können wir 

(b) %=^KlAit,F 

setzen, wo K eine Constante ist. Demnach vrtrd auf der 
Fläche A, deren Grösse S ist, die Menge 

(c) i^D == Kl^n.[% - %)la.8 

angesammelt. Ein Vergleich dieser Formel mit § 64 (b) 
zeigt, wie vielmal die Capacität des Condensators grösser ge- 
worden ist, wenn ein anderer Isolator an die Stelle der Luft 
gesetzt ist. Man nennt K die Bielectricitätsconstante^ ftr Luft, 
die man als Normalmedium wählt, setzt man Jr= 1. 
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Die Diekctridtätsconstante ist das Ferhältiiss der Capacität 
eines Candensators für einen bestimmten Isolator ab Zwischen- 
medium zu der Capacität desselben Condensators im Falte, dass 
Luft die Zwischenschickt bildet. Richtiger ist es jedoch f&r den 
luftleeren Raum X== 1 zu setzen; es hat sich dann gezeigt, 
dass K für die Gase wenig grösser als 1 ist. So findet man 
z. B. auf diese Weise flir 

Glas i:= 5,83— 6,34, 
Paraffin K = 2—2,32, 
Schwefel K = 3,84, 
Schellack K = 3—3,7, 
SchwefelkohlenstoflF Z= 2,6, 
Terpentinöl K = 2,2. 

Im Ganzen stimmen die Angaben verschiedener Beobachter 
wenig befriedigend überein. 

Wie in § 58 sei der Körper Ä in das Innere des von der 
metallischen Hülle BC umschlossenen Raumes gebracht. B er- 
hält die Ladung — Q und C die Ladung Q. Durch die ge- 
schlosseneFläche-D im Innern von -BCist die positive Electricitäts- 
menge Q nach aussen geströmt. Durch die geschlossene Fläche 
B ist demnach zuerst in das Innere die Menge Q gebracht, 
darauf ist dieselbe Menge nach aussen durch dieselbe Fläche 
geströmt. Wir sind also zur Annahme berechtigt, dass die 
von der Fläche B umschlossene Menge beständig Null ist. 
Für die geschlossene Fläche Ej welche in dem -SC umgebenden 
Isolator construirt sein möge, gilt dasselbe und auf diese 
Weise gelangen wir zu dem allgemeinen Satze, dass die ge- 
sammte in einer geschlossenen Fläche enthaltene Electricitäts- 
menge gleich Null ist 

Ist die Electricitätsmenge % welche durch eine zur Eraft- 
richtung senkrechte Flächeneinheit fliesst, der electrischen 
Kraft in jedem Punkte proportional, so haben wir 

(d) ^^KI4n.F. 

Sind f, g und h die Mengen, welche in einem isotropen Körper 
durch drei zu den drei Coordinatenaxen senkrechte Flächen- 
einheiten gehen, also die rechtwinkligen Componenten der Fer- 
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Schiebung ®, und sind X, Y, Z die Componenten der electro- 
motorischen Ejraft P, so ist 

(e) f^KjAn.X, ff^KI4n.r, h = KI4n.Z. 
Hierbei ist 

(f) X^-'dWIdx, r=^dVldy, Z^-^dWjdz. 

§ 66. Oleiohgewiohtsbedingimgeii. 

Die geschlossene Fläche S nmschliesse einen Theil des 
electrischen Systems und gehe theils durch das Dielectricam, 
theils durch Conductoren. Wir wollen ausdrücken, dass die 
ganze von S umschlossene Electricitätsmenge Null ist. Wird 
die gesammte von 8 umschlossene Menge mit e bezeichnet und 
ist 'S)' die Menge, welche durch die Oberflächeneinheit in 
Folge der dielectrischen Verschiebung ausströmt, so haben wir 

Die nach aussen gerichtete Normale der Fläche 8 bilde mit 
den Axen Winkel, deren Cosinus /, m, n sind. Wir haben 

®'= Kl 4n.F cos 6, 

wenn 6 der Winkel zwischen der Normalen von d8 und der 
Sichtung der electromotorischen Kraft F ist. Da 

F cos B == XI + Ym + Zn 

ist, erhalten wir 

(b) (c) e=-ll4n.fK{Xl + Ym + Zn)d8= fifl + ffm+hn)dS. 

Wir wenden dieselbe Betrachtung (c) auf ein unendlich 
kleines Parallelepipedon mit den Kanten dxj dy und dz hu, 
welches die Ladung Qdxdydz haben möge, so ergiebt sich, 
dass die eintretende Menge fdydz-^-gdxdz + hdxdyy die 
austretende aber 

[f+^^^d^)'iyd''+[9 + %dy]dxdz + (h + y;^dzyxdy 

ist; nennen wir die Dichte der Ladung p, dann ist im 
Parallelepiped dxdydz die Ladung gdxdydz vorhanden; 
nun soll die gesammte Electricitätsmenge gleich Null sein, 
folglich ist 
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fdy dz+ffdxdz + hdxdy + Qdx dy dz 

Daraus ergiebt sich für die Baumdichte q der innerhalb 
des Körpers befindlichen freien Electricität (vergl. § 68) 

Q = dfjdx + dgjdy + öA/öz. 
Mit Kücksicht auf § 65 (e) ist also 
(e) d{KX)ldx + d{KY)ldy + d[KZ)jdz:=^ A^ng. 

Durch Einführung des Potentials haben wir 
({)d{K.dWldx)ldx+d{K.dWldy)ldy+d(K.dVldz)ldz+4nQ^0. 

Betrachten wir eine Fläche mit der Oberflächendichte a, 
80 ergiebt sich durch dieselbe Betrachtung wie in § 54, dass 

(g) , (7 = ®i + ®8 

ist, wenn S)j und ©^ die Polarisationen in den Bichtungen der 
nach aussen gezogenen Normalen der Fläche sind. Sind die 
Normalkräfke in denselben Bichtungen N^ und iV^, so haben wir 

wo K^ und K^ die Dielectricitätsconstanten auf den beiden 
Seiten der Fläche sind. 

Mit Hülfe dieser Formeln können die Aufgaben über die 
electrische Veriheilung und über das Verhältniss von Dichte 
und Potential gelöst werden. Ist K constant, so folgt aus (f), 
dass 

Kv^W+4nQ = 0. 

In einem Baume, wo die Dielectricitätsconstante gleich K ist, 
betragt das Potential, welches eine gegebene Ladung q hervor- 
bringt, nur den Xten Theil vom Potentiale in einem Baume, 
wo Z = 1 ist. Im letzteren Falle wird das Potential V aus 

bestimmt, sodass W=^ W jK ist. 

Demnach wird auch die electrische £raft in demselben 
Verhältniss vermindert. Sind die Ladungen e^ und e^ bezw. 
in den Punkten Ä und -B, und ist der Abstand AB =^rj so 
stoBsen sich die Mengen ab mit der Kraft S: 
R=^llK.e^eJr^. 

Christianten-MDller, Physik. H 
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§ 67. Die meohanisohe Kraft und eleotrisohe Energie in 
Isolatoren. 

Die Dielectricitätsconstante K sei constant im betrach- 
teten Kaume. Die Kräfte, welche auf das Parallelepiped 
dx dy dz = dx mit der Dichte q in den Sichtungen der Axen 
wirken, sind 

(a) {X)dT = QXdr, {Y)dT = q Ydr, {Z)dr = gZdr. 
Mit Rücksicht auf den § 66 (e) haben wir also 

(Z) = \lAn{X.d{KX)jdx + X.d(KY)ldy + X.d{KZ)ldz), 

Da die Kräfte nach § 65 (f) ein Potential haben, so ist nach 
§ 27 (b) 

Die Kraft, welche auf das Baumelement dx wirkt, können 
wir betrachten als herrührend von den Spannungen X^, X^ 
[vergl. § 27 (c)], in dem 

(b) j 7y = X/8;r.(r2_Xa-Z*), ^, = X. = jS:/4^.X^, 

I Z^ =X/8?r.(^«^X«- r^, X^ = i; = X/47r.rX. 

Fällt die a?-Axe des Coordinatensystems mit der Richtung der 
electrischen Kraft zusammen, so haben wir 

(c) X,= KX^jin, i; = - A'XV8;r, -^, = - XX^jSn, 

während die Tangentialcomponenten verschwinden. In der 
Richtung der electromotorischen Ejraft F findet ein Zog S 
statt und in den zur Kraft F senkrechten 
Richtungen ein Druck 7, wo 

(d) 5= T=^KF^I%n ist 

Sind A und B (Fig. 73) zwei metallische 

Oberflächen, welche durch einen Isolator mit 

p. ^3 der Dielectricitätsconstanten K getrennt sind 

und ist AB eine Kraftlinie, so herrscht in 
der Richtung derselben ein Zug 8 und senkrecht zu der- 
selben ein Druck 1^8. Auf das Oberflächenelement in A 
wirkt in der Richtung der nach aussen construirten Normale 
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ein Zug Ij^n.KF^, welcher flir i:= 1 dem in § 59 gefun- 
denen gleich wird. 

AB sei z. B. eine Hohlkugel von Glas, der innere Radius 
sei r^, der äussere r^. Die Oberfläche A habe das Poten- 
tial ^^, B habe das Potential 0. Im Innern der Kugelschale 
wird das Potential nach § 66 (f) bestimmt; wir erhalten 
für p = 

Da das Potential nur vom Abstände r Yom Centrum abhängt^ 
90 ist nach § 15 

d^Wldr^ + 2lr.dWldr^0 
und demnach 

V=A + Blr. 

In Bücksicht auf die Grenzbedingungen wird 

1'=r,{r,-r)l{r,-r,).VJr. 

Die an der inneren und äusseren Oberfläche wirkenden Ejräfte 
/j und F^ sind 

J^i = + *i/'-i-^2/('-2-^i); ^3 = + ^i/'-,-'-i/('-,-'-i). 

Werden die Spannungen an diesen Oberflächen mit p^ und p^ 
bezeichnet, so haben wir 

ip,'=KISn.{WJr,.r,l(r,-r,)y; 

Diese Spannungen können als Druckkräfte angesehen werden, 
welche auf die Oberflächen wirken. 

Ist d<pldr der Zuwachs, welchen r erhält in Folge des 
Druckes auf die Oberfläche, so haben wir nach § 31 (h) 

dq>jdr = \ar + bjr^, 
wo 

a = 3/(3A + 2^).(;>,r,3-ftr,^/(V - r,«); 

Ä = l/4|U.(;,,-.ft)r,».V/(V-r,^. 

Daraus ergiebt sich, dass 

;'i'-i'-ft'-,'=^^iV8«.r,r,/(r,-rJ; 

(Fl - P,)'-iV,» = Jry,V8«.rir,(r,* - T,'')l{^r^ - r^)« 

ist. Setzen wir 

A'V,«/8«.rjr,/[(r,- r,)(r,»-r,»)] = N, 

14* 
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80 wird 

d^jdr = (r/iU + 2p,) + {r,*-r,«)/(r, - r,).l/4^r»)i\r. 

Durch die EinwirkuDg der electrischen Kraft wird der innere 
Baum der Hohlkugel vergrössert. 

Wir bezeichnen die Vergrösserung der Volumeneinheit mit 
6q und haben 

4^/3. (r + d(pjdrf = Anji,r\\ + ©J, 
sodass 

Ö^ = 3rfy/rrfr 

ist. Für den inneren Hohlraum, für welchen r ^ r^ ist, er- 
halten wir 

e„ = 3(1/(3A + 2^) + (V- V)/(r, - rj).l/4|ur,»)JV. 

Wird Tj — Tj = ^ gesetzt und ist S sehr klein im Vergleich zu 
Tj, so haben wir 

WO 

ist. Auf diesem Wege ergiebt sich nach § 29 (d), dass 

(e) e^ = 3II!S^.KW,^l8n 

ist. Die betrachtete Volumenvergrösserung ist bei verschie- 
denen Condensatoren beobachtet worden. 

Sind in dem Baume, dessen Dielectricitätsconstante K 
eine Function der Goordinaten ist, die electrischen Ladungen 
von der Baumdichte q vorhanden, welche das Potential V 
hervorbringen, so ist in üebereinstimmung mit § 61 die 
Energie fT durch 

(f) W^\fQWdT 

bestimmt. 

Wird hier q durch das Potential ausgedrückt, indem 

d(K.d1fldx)ldx+d{K.dWldy)ldy+d{K.dWldz)ldz+4x^ = 
ist, so haben wir für die Energie JK 

W=- ll8n.//ftIf{d(K.d^fldx)ldx 
+ d{K.d*Vldy)jdy + d{K.d^'ldz)jdz)dxdydz. 
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Durch theilweise Integration erhalten wir 

1f=-ll8n.fffK({dVldxY+{dWldi/y + {dWldzy)dxdydz, 

wobei die Integration über den ganzen Baum ausgedehnt und 
Torausgesetzt wird, dass die Kraft und das Potential im un- 
endlich fernen Punkte verschwinden. Ist die electrische Bjrafti'^, 
so ergiebt sich 

(g) ^= l/8n. ff/KF^dxdydz. 
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Magnetismus. 

§ 68. Allgemeine EigenBohaften der Magnete. 

Den Griechen war schon bekannt, dass in der Nähe der 
Jdeinasiatischen Stadt Magnesia Steine gefunden wurden, welche 
die Fähigkeit hatten Eisen anzuziehen. Wird ein solcher 
Stein, der meist aus Eisenoxydoxydul besteht, in Eisenfeilicht 
geworfen, so haftet dasselbe an dem Magneten an einzelnen 
Stellen besonders stark. 

Ein länglicher Magnet ist hauptsächlich wirksam in der 
Nähe der Enden, welche wir als Pole bezeichnen. Wird ein 
Magnetstab horizontal so aufgehängt, dass er sich um eine 
Terticale durch seine Mitte gehende Axe drehen kann, so 
nimmt derselbe von selbst eine bestimmte Richtung an, die 
nahezu mit dem Ortsmeridian zusammenfällt. Das nach Norden 
gekehrte Ende des Stabes bezeichnen wir als Nordpol, das 
andere Ende als Südpol. Wir nehmen dementsprechend die 
Existenz zweier magnetischer Flüssigkeiten an, die sich in 
jedem Eisentheilchen unter dem Einflüsse einer magnetischen 
Kraft trennen. Schwimmt ein Magnetstab auf einer ruhenden 
Flüssigkeit, so nimmt er unter dem Einflüsse einer magne- 
tischen Kraft eine bestimmte Richtung an, aber die Kraft ist 
nicht im Stande, den schwimmenden Magneten in Bewegung 
zu setzen, wenn die Dimensionen des Magneten sehr klein 
sind gegen seine Entfernung vom Sitze der magnetischen 
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Kraft. Wir schliessen daraus, dass die in jedem Magneten 
vorhandenen Mengen von nord- und südmagnetischer Flüssig- 
keit gleich gross sind. Die eine sei mit + m, die andere mit 
— m bezeichnet, da nach Uebereinkunft der Nordmagnetismas 
positiv gerechnet wird. Coulomb hat nachgewiesen, dass die 
Pole zweier Magnete einander abstossen mit einer Kraft f, 
welche ausgedrückt wird durch 
(a) Fr^m^mjr^, 

wo m^ und m^ die magnetischen Massen in den Polen sind 
und r der Abstand der Pole ist. 
/ Wird ein Magnet in viele kleine Stücke zerbrochen, so 

' sind alle Theile wiederum Magnete, und wir sagen deshalb, dass 

jeder Magnet aus unendlich vielen sehr kleinen Magneten zu- 
sammengesetzt ist. Wird der Magnet zerbrochen, so tritt auf 
der einen Bruchfläche positiver, auf der anderen negativer 
Magnetismus hervor, und die Mengen daselbst sind gleich gross, 
wenn durch die Erschütterungen beim Bruch nicht eine Ver- 
änderung in der Magnetisirung hervorgerufen ist. Auf der 
Flächeneinheit der einen Bruchfläche sei die magnetische Masse 
+ a vorhanden. Für jeden Punkt in der Bruchfläche hat a 
einen bestimmten Werth, der von der Lage des Punktes und der 
Bruchfläche abhängig ist. Auf der Bruchfläche sei die Normale 
nach aussen construirt; a ist dann abhängig von den Coordinaten 
Xy y, z des Punktes und von der Richtung der Normalen, welche 
mit den Axen Winkel bildet, deren Cosinus /, m, n sind. 

ABC^dS (Fig. 74) sei ein 
Element der positiven Bmch- 
fläche, fi sei im Magneten ein 
Punkt, der der Bruchfläche un- 
endlich nahe liegt. Ä^ B, C sind 
Punkte, in denen die Fläche dS 
von den durch zu den Axen 
parallelen Linien Ox, Oy, Oz ge- 
troffen wird. Die Fläche OBC, 
Fig. 74. welche zum Tetraeder OABC ge- 

hört, kann als negative Bmch- 
fläche angesehen werden. Der Magnet sei in den Richtungen 
OA, OB und OC mit den Componenten A, B, C magnetisirt 
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Die Fläche A£C des Tetraeder hat dann positiTe Ladung, die 
Flächen OBCu. s. w. haben negative Ladungen. Die Oberflächen- 
dichte auf einer zur x-Axe senkrechten Flächeneinheit sei A, 
jede Flächeneinheit von 0£C enthält also die magnetische 
Masse — A. Ebenso möge die Flächeneinheit auf OAC und 
OBA bezw. die magnetischen Massen — B und -* C ent- 
halten. Die Lage der Fläche ^^C7 ist durch die Cosinus /, 
m, n der Winkel bestimmt , welche die Normale der Fläche 
mit den Axen bildet; es ist OBC=^LdS, OAC^m.dS, 
OBA = n.dS. Ist k das von auf die Fläche ABC gefällte 
Loth und wird die in der Volumeneinheit vorhandene Menge 
des Magnetismus mit q bezeichnet, so ist die gesammte im 
Tetraeder enthaltene magnetische Masse 

{a-^lA'-mB^ nC)d8 + ^hgdS. 
Da nun die gesammte magnetische Masse in einem Magneten 
NuU ist, und die Höhe h des Tetraeders als unendlich klein 
angenommen wird, so haben wir 

(b) ' a==Al+Bm + Cn. 

Ist demnach die Oberflächendichte auf drei durch einen Punkt 
gelegten zu einander rechtwinkligen Fläehenelementen be- 
kannt, so bestimmt sich aus (b) die Dichte für eine beliebige 
durch den betrachteten Punkt gelegte Fläche. Setzen wir 

(c) J^^A^ + B^ + C^ und A =^ Jk, B ^ Jfi, C =: Jv, 
wo 

^2 _j_ ^2 ^ y2 ^ X 

ist, so ergiebt sich aus (b) 

(7 = /(/Ä + mfA + nv). 
J ist die Intensität oder Stärke der Moffnetisirunff. Die Richtung 
der Intensität bildet mit den Coordinatenaxen Winkel, deren 
Cosinus Xj fij V sind. 

Wird /A + mjw + nv = co8« gesetzt, wo € der Winkel 
zwischen der Intensität der Magnetisirung und der Normale 
des Flächenelementes ist, so haben wir 

(7 = / cos €, 
d. h. G ist die Oomponente der Intensität der Magnetisirung 
nach der Normale des Oberflächenelementes, a erhält seinen 
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grössten Werth für € = 0, d. h. wenn die Richtung der In- 
tensität der Magnetisirung mit der Normalen des Oberflächen- 
elementes , auf welchem die Dichte g ist, zusammenfällt. 
Durch jeden Punkt in einem Magneten kann ein Schnitt ge- 
legt werden, fllr welchen die Oberflächendichte ein Maximum 
ist. In die Richtung der Normalen dieses Schnittes fallt die 
Intensität der Magnetisirung /. Für eine Schnittfläche, deren 
Normalen mit der Richtung der Magnetisirung zusammenfallt, 
ist (T = /; d. h. die Menge von Magnetismus auf der Flächen- 
einheit dieses Schnittes ist /. Wir construiren ein Parallele- 
piped, dessen eine Endfläche dS in der betrachteten Schnitt- 
fläche liegt, und dessen zur Schnittfläche senkrechte Kanten 
ds sind, so hat das Parallelepiped das magnetische Moment 
/. dS, ds. Demnach ist die Intensität J der Magnetisirti'ng gleich 
dem Ferhältniss des Momentes des Magneten zum Volumen 
desselben. 

Der magnetische Zustand eines Magneten ist durch die 
Gomponenten Ä^ B und C der Magnetisirung definirt. Nach 
(b) wird durch die Gomponenten die Dichte g auf der Ober- 
fläche des Magneten bestimmt. Im Innern des Magneten kann 
ausserdem freier Magnetismus vorhanden sein. Ist OO (Fig. 75) 

ein rechtwinkliges Parallele- 
piped mit den Kanten dx, 
dy^dz im Innern des Mag- 
neten und sind A^ Bj C die 
jI' y" I qy Gomponenten der Intensi- 

tät der Magnetisirung im 
Punkte 0, so enthält OÄ' 

die magnetische Masse 
-•Ädydz, während 0' Ä 
die Masse 

Fig. 75. [A + dAldx.dx)dydz 

enthält. Für die anderen 
Flächen gelten analoge Ausdrücke. Die in der Volumeneinheit 
enthaltene Menge des Magnetismus sei q^ so haben wir, da 
der gesammte Magnetismus im Parallelepiped Null ist, 

[dAjdx + dBjdy + dCjdz + Q)dxdydz = 0. 
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Daraas ergiebt sich, dass 

(e) p = - {dAldx + dBIdy + dCjdz). 

Während wir Ä^ B und C als die natürlichen Ausdrücke für 
die wirkliche Magnetisirang bezeichnen können, bestimmen q 
und G den freien Magnetismus. 

§ 69. Das magneÜBche Potential. 

Die Kraft, mit welcher ein Magnet auf einen Pol mit der 
magnetischen Masse Eins wirkt, heisst die mcu/netische Kraft, 
deren Componenten mit a, ß und y bezeichnet werden. Diese 
sind in derselben Weise durch das Potential bestimmt wie die 
Componenten der electrischen Kraft. In gegebenen Punkten seien 
die magnetischen Massen m, m', w!' ... vorhanden; der Pol P, 
für den das Potential bestimmt werden soll, habe von den 
Punkten bezw. die Abstände r, r, r", /" ... Dann ist das 
Potential 

r= mjr + m'lr + m" jr" + ..., 

wo m + m' + wi" + . . . = ist. ^^p 

Ist JVein Nordpol mit dem Mag- ,^/ 

netismus + m (Fig. 76) und 4S ein r-^^'/ 

Südpol mit dem Magnetismus — »i O^^'r 

und ist P der Punkt, fiir welchen das -' x ^ 

Potential bestimmt werden soll und ^^ ^ -- 

dessen Abstände vom Nord- und Süd- F 76 
pol bezw. r und r sind, so haben wir 

V= mjr — mjr = 7w(r' — r)jrr. 

Ist die Länge / des Magneten sehr klein im Vergleich zu r 
und r', so ergiebt sichj wenn /w = 2R und ^PSN== gesetzt 
wird 

(a) r=3JlcosejrK 

3K = /m heisst das Moment des Magneten. iSiV^^ist die magne- 
tische Axe, welche positiv vom Süd- zum Nordpol gerechnet 
wird. 

Wir bestimmen nun das Potential eines Magneten, dessen 
Magnetisirungscomponenten A^ B und C gegeben sind. Die 
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Coordinaten in Bezug auf einen willkürlich gewählten An- 
fangspunkt seien |, t], ^; A, B und C sind dann Functionen 
dieser drei Coordinaten. Ein Parallelepiped mit den Kanten 
<f|, dfi, d^ hat das Moment A drj d^.d^, wenn nur zunächst die 
durch A bestimmte Magnetisirung berücksichtigt wird. Hat 
der Punkt P, für welchen das Potential bestimmt werden soll, 
die Coordinaten x, y, z und den Abstand r vom Punkte |, ij, J, 
so ist 

r^ = (^ - D' + (y - vy + (^ - 0^ cos = (x - |)/r. 
Das Ton der Magnetisirungscomponente A herrührende Poten- 
tial des Elementes d^y drij d^ ist nach (a) 
Ad^dfidClrK{x^^)lT. 
B und C bringen die Potentiale 

Bdidf}dClrK{y - fj)lr, Cdidi]dClrK{z - e)/r 
hervor. Die Summe dieser drei Potentiale integrirt über den 
ganzen Magneten ergiebt das Gesammtpotential F. 
(b) r = f/nA{x - 1) + Ä (y _ ,/) + C{z - 0] di dv dZlr\ 
Da 

rdrjdx=:x—^, rdr/dt/ = y — V) rdrjdz = z — ^ 
ist, so haben wir 

I ^= -//f(A.d{llr)ldx + B.d{\lT)ldy 
^' I +C.d{\lr)ldz))didi,d^. 

Setzen wir 

^1 = ff/Ajr.didvdC, Y-, = ///Blr.didfid^, 

^, = /f/Clr.didfid^, 
so ergiebt sich 

(d) r= - {d^Jdx + d^Jdy + dy>Jdz), 

da die Magnetisirangscomponenten A, B und (7 von den Coor- 
dinaten X, y, z des Punktes P unabhängig sind. 

Zum Zwecke einer anderen allgemeineren Transformation 
benutzen wir die Gleichungen 

r.ör/ö| = -(x-|), T.drldv = -{y-v), r.drjd^ (z-fc) 

und erhalten aus (b) 

(e) r^/ffiA.d{llr)ldi+B.d{llr)ldv + C.d[\lr)ld^-\dtdfid^. 
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Die Normale des Oberflächenelementes bilde mit den Axen 
Winkel, deren Cosinus l, m, n sind. Durch theilweise In- 
tegration ergiebt sich 

.^ i r=^ff{Al + Bm+Cn)/r.dS 

In Rücksicht auf § 68 (b) und (e) erhalten wir aus (f) 
(g) ^= ff<ydSlr + fffQd^dnd^JT. 

Die Richtigkeit der letzten Gleichung erhellt sofort aus 
der Bedeutung von g und q. 

Die Componenten a, ßy y der magnetischen Kraft werden 
ebenso wie in der Electricitätslehre durch 

(h) a=-ör/öar, ß=^dFldy, y^-^dVIdz 

ausgedrückt. Die Kraft Ny welche in der durch das Linien- 
element dv bestimmten Richtung wirkt, ist 

N^ -dFIdv. 

Ist das Potential im Innern des Magneten Vi, ausserhalb des- 
selben Fay so haben wir an der Oberfläche 

Ist Vi die ins Innere des Magneten, Va die nach Aussen vom 
Magneten gezogene Normale eines Oberflächenelementes, in 
welchem die Dichte <t ist, so haben wir nach den allgemeinen 
Gesetzen des Potentials [vergl. § 14 (1)], die wir hier anwenden 
dürfen, 

(i) d Fi/dvi + d Faldva + ^na = 0. 

Für jeden Punkt im Innern des Magneten ist 

(k) V*^ + 4^(> = 0, 

oder nach Einführung des flir p in § 68 (e) gegebenen Werthes 

(1) s7^Fi = AnißAjdx + dBjdy + dCldz), 

wenn *q und A, B, C als Functionen von x, y und z betrachtet 

werden. Ausserhalb des Magneten dagegen ist 

(m) V*r, = 0. 

Ist 8 eine geschlossene Oberfläche, v die nach aussen gezogene 
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Normale derselben und M der ganze von der Fläche mn- 
schlossene Magnetismus, so haben wir nach § 14 (c) 

oder, wenn die magnetische Kraft in der Richtung der Nor- 
malen der Flächen mit ^^ bezeichnet wird, 

(n) 4nM^ff^JS. 

In dieser Gleichung sind (i) und (k) als specielle Fälle ent- 
halten. 

§ 70. Das Potential einer magnetlBclien KngeL 

Wenn die Magnetisirungscomponenten gegebene Functionen 
der Goordinaten, und |, tj, ^ die Punkte im Innern des Magneten 
sind, so erhalten wir das Potential am leichtesten durch Be- 
nutzung der Formel § 69 (d). Sind A, B und C constant, so 
handelt es sich darum, das Potential eines Körpers Ton con- 
stanter Baumdichte zu bestimmen. Wir setzen demnach 

(a) rp^fffdi.dfj.dClr 
und erhalten dann 

(b) r= ^{A.d^tfjdx+B.d'ipldy + C.dipjdz). 

Das Potential einer Kugel, deren Componenten der Magneti- 
sirung A, B, C sind, soll hiemach bestimmt werden. Der 
Anfangspunkt des Goordinatensystems liege im Kugelmittel- 
punkt. Tp hat verschiedene Werthe, je nachdem der Punkt, 
ftir den das Potential bestimmt werden soll, ausserhalb oder 
innerhalb der Kugel liegt. Nach der üblichen Bezeichnung- 
weise haben wir nach § 13 (c) und (d) 

^Pa = inB^ISr; t/;^ = 2;r(Ä2- r«/3), 
wenn B der Badius der Kugel ist. 

Wird das magnetische Potential ausserhalb der Kugel- 
ääche mit ^, ftir Punkte innerhalb derselben mit F. bezeichnet, 
so wird 

^' ^ ^ I r. = 471 IS.{Ax + By+Cz). 

J sei die Intensität der Magnetisirung, deren Bichtung mit den 
Axen Winkel bildet, deren Gosinus X, fx, v sind. sei der 
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Winkel zwischen der Richtung von / und dem Abstände r. 
Dann ist 

Xx/r + iiyjr + vzjr = cos 
and 

(e) Fa = 4jr/3.ÄVcos ©/r»; F. = 4^/3. /r cos ©. 
Demnach ist das Potential ausserhalb des Magneten das- 
selbe Potential y welches ein unendlich kleiner Magnet vom 
Momente 2»= 4;i/3.Ä'/ hervorbringt [vergL § 69 (a)]. 

Liegt die x-Axe in der Richtung der Intensität der Magne- 
tisirung, so ist das Potential im Innern des Magneten 

F = 4nl3.Jx. 

Die magnetische Kraft ^ im Innern der Kugel ist also con- 
stant und zwar 

(f) ^=-4;i/3.7. 

Ausserhalb der Kugel zerlegen wir die Kraft in zwei Gom- 
ponenten, von denen die eine P in der Richtung des Abstandes 
r, die andere Q senkrecht zum Abstände wirkt. Dann ergiebt 
sich 

P^-^dFaldr, «= -l/r.ör«/Ö©, 
oder 

P== 8ff/3.Ä»/cos 0/r8= 29K/r8.cos 0; 

Q = 4jr/3.ÄVsin 0/r» = SR/r», sin 0. 
Nach § 68 ist die Oberflächendichte a durch 

a = /cos 
bestimmt. 

Die resultirende Kraft F wird 



P=aR/r3.yi +3cos2 0. 
Femer ist 

tffe^2QIP. 

Ist y der Winkel zwischen der Richtung der Kraft F und 
der Richtung von r, so haben wir 

§ 71. Die Kräfte, welche auf einen Magneten wirken. 

Die magnetischen Kräfte eines Magneten , deren Gom- 
poneten mit a, ßy y bezeichnet werden, sind Functionen der 
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Coordinaten. Ein anderer Magnet habe die Magnetisirangs- 
componenten A, £, C, es soll seine Wirkung auf den ersten 
Magneten ermittelt werden. Wir betrachten zunächst das 
unendlich kleine Parallelepiped 00' in Fig^ 77; auf der 
Seitenfläche OA' ist die magnetische Masse — Adydz vor- 
handen, auf welche in der Sich- 
tung der positiven x-Axe die Eraß 
,. f -- Adydz a wirkt. Auf die Seiten- 
fläche A 0\ welche die magnetische 
Masse A dy dz hat, wirkt in der Rich- 
tung der positiven ^r-Axe die Kraft 

(a -h da\dx,dx) Adydz. 



O 



W 



^ Die Resultirende dieser beiden 

p. 77 Kräfte ist 

A.dajdx.dxdydz, 

Das Flächenelement B hat die magnetische Masse — Bdxdz, 
BO hat die Masse Bdxdz, Auf die erstere wirkt in der 
Richtung der positiven ar-Axe die Kraft — Bdxdz.Uj auf die 
letztere die Kraft + B{a + daldy.dy)dxdz. Die Resul- 
tirende dieser beiden Kräfbe ist 

B.dajdy.dxdydz. 

In Bezug auf die Flächenelemente OC und OC erhalten wir 
die Resultirende 

C.daldz,dxdydz, 

Wir bilden die Summe der drei Resultirenden, integriren 
über den ganzen vom Magneten eingenommenen Raum und 
erhalten ftlr die Kraft X, welche den Magneten in der Rich- 
tung der JT-Axe zu bewegen sucht 

(a) X^fff{A.dccldx + B.da/dy + C.d€cjdz)dxdyd:, 

Analoge Ausdrücke ergeben sich ftLr die Kräfte ¥ und Z, 

Wenn die magnetische Kraft, deren Componenten 0, ß. 
Y sind, von einem Systeme von Magneten herrührt, die im 
Punkte Xj y, z das Potential V hervorbringen, so haben wir 

a^^drjdx, /9=-ör/öy, y=-ör/öz. 
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Dann ist auch 

daldy = dßldx, dccidz = dyldx 
nnd demnach 

(b) X:=^fff{A.daldx + B.dßjdx + C,dyldx)dxdydz. 

Wir bestimmen jetzt das Moment der Kräfte, welche den 
Magneten um eine der Coordinatenaxen, z. B. um die x-Axe, 
zu drehen suchen, unter der Voraussetzung, dass die magne- 
tischen Kräfte constant sind. Der Punkt (Fig. 77) habe 
die CSoordinaten x, y, z. Auf die Fläche JBO' wirkt in der 
Richtung der z-Axe eine Kraft, deren Moment in Bezug auf 
die X'Axe ist 

Bdxdz.y.{y + dy). 

Die auf OB' wirkende Kraft hat in Bezug auf dieselbe Axe 
das Moment 

— Bdxdz.y.y, 

Bei Vernachlässigung kleiner Glieder höherer Ordnung ist das 
resultirende Moment 

Bydxdz.dy. 

Die auf die Flächen ffC und OC wirkenden Kräfte bringen 
das Moment 

- Cßdxdy.dz 

hervor. Das Moment Z, welches den Magneten um die x-Axe 
zu drehen sucht, ist 

(c) L = fff{By - Cß) dx dy dz. 

Die Drehungsmomente M und N in Bezug auf die beiden 
anderen Axen werden durch analoge Ausdrücke bestimmt. 

Ist der Magnet nur der Einwirkung des Erdmagnetismus 
unterworfen, so darf man die magnetische Kraft, sowohl der 
Grösse als ^uch der Richtung nach, als constant ansehen. 
a, ß, y sind dann von x, y, z unabhängig, also ist 

Der Schwerpunkt eines Magneten bewegt sich nicht unter der Ein- 
wirkung des Erdmagneäsmus, Dagegen wirkt ein Drehungs- 
moment auf ihn, welches in folgender Weise bestimmt wer- 
den kann. 
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Das magnetische Moment des Magneten sei 2R; die Rich- 
tung desselben gegen die Goordinatenaxen sei dnrch die Winkel, 
deren Cosinus l, m und n sind, bestimmt. Wir haben dann 

m^ff/A.dr, mm^fffJB.dr, mn^fffC.dz, 
Dann wird 

i; = 2R(ym-/9n); ^=aR(an-y/); A^= 3R(/?/ - am). 
Daraus folgt, dass 

Za + Mß + Ny =-0 und ZI + Mm + J^n = 

ist, d. h. dcLS resultirende Moment steht sowohl senkrecht zur 
magnetischen Kraft als auch zur magnetischen Axe des Magneten, 
Ist die Richtung der Kraft der or-Axe parallel, liegt femer 
die magnetische Axe in der xy-Ebene und bildet dieselbe mit 
der ar-Axe den Winkel 0, so wird 

(d) i; = 0, JI/=0, iV= -aRa.sin©. 

Ist der Magnet um eine verticale Axe drehbar, so ist das 
Moment, welches den Winkel 6 zwischen der magnetischen 
Axe und dem magnetischen Meridian zu vergrössem suchte 
— SR -ff . sin 0, wo -ff die Horizontalcomponente des Erdmagne- 
tismus bedeutet. Ist q> die Winkelgeschwindigkeit des Magneten, 
/ das Trägheitsmoment desselben, so haben wir nach § 22 (c) 

d{J(o) = — SRiT. sin 0. dty 

oder, da ö> = dQjdt = Ö, 

(e) J0= -aWif.sina 

Ist der Winkel sehr klein, so ergiebt sich für die Schwin- 
gungsdauer des Magneten nach § 22 (e) 



(f) T^nfJjWH. 

§ 72. Potentielle Energie eines Magneten. 

Unter der potentiellen Energie eines Magneten versteht 
man die Arbeit, welche zur UeberfÜhrung eines Magneten 
Yon der Stelle, wo keine magnetischen Kräfte wirken, ziun 
Punkte mit dem magnetischen Potentiale V nöthig ist Wir 
betrachten zunächst ein unendlich kleines Parallelepiped 
(Fig. 78) mit den Magnetisiruiigscomponenten Ä^ B, C, Um 
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die magnetische Oberfläche OÄ zur Stelle, wo das Potential 
rist, zu schaffen, ist die Arbeit — A.dydz.V nh^g. Die 
Fläche O A gelangt bei der 
Bewegung zu einer Stelle, 
wo das Potential 
r^dV\dx.dx 

ist und die geleistete Arbeit 

beträgt 

A,dydz,{r^dV\dx.dx). 

Für diese zwei Flächenele- >yr w 

mente beträgt also die Arbeit ^ 

Ä.dVjdx.dxdydz. Fig-'^ö. 

Werden die zwei übrigen Flächenpaare in derselben Weise 
behandelt, so ist die gesammte Ai'beit W zur üeberfuhrung 
des Magneten 

(a) 1F=^fff{A.drjdx + B.dVjdy + C.dridz)dxdydz, 

oder, da a^-'drjdx, /?=-ör/öy, Y^-dFjdz, die 
Componenten der magnetischen Kraft sind, 

(b) r= "fSnAa + £ß+ Cr)dxdydz. 

Wir wenden diese Gleichung auf einen Magneten an, der nur 
der Einwirkung des Erdmagnetismus unterworfen ist. Der 
Magnet habe das Moment SK; die Richtung der magnetischen 
Axe bilde mit den Coordinatenaxen Winkel, deren Cosinus /, 
m, n sind. Wir haben dann 

fffA.dxdydz^im, fffB.dxdydz^mWt, 

fffC.dxdydz^nW 

}K= -3R{la + mß + ny). 

Die magnetische Ejrafb sei ^ und ihre Richtung bilde mit den 
Coordinatenaxen die Winkel X, fi, v, dann wird 

r= - Tl^ilX + mfji + nv). 

Ö sei der Winkel zwischen der magnetischen Axe des Magneten 
und der magnetischen Kraft, so ist 

(c) r= -are^.cosa 

Christiansen-M&Uer, Physik. 15 
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Ist die Eichtung der Kraft der ar-Axe parallel, wie in § 71, 
und liegt die magnetische Axe in der ^ry- Ebene, so ist die 
zur Drehung des Magneten um den Winkel d0 erforderliche 
Arbeit 

rfr= +3R^.sm0.d0. 

Dies stimmt mit § 71 (d) überein. 

Wir betrachten jetzt einen sehr kleinen Magneten, der 
sich in der Nähe eines sehr starken Magneten befindet. Ist 
der erstere hinreichend frei beweglich, so dreht er sich so, 
dass seine magnetische Axe der Richtung der magnetischen 
Kraft parallel ist. In diesem Falle ist @ = 0, und die po- 
tentielle Energie /f wird 

Da die Bewegung des kleinen Magneten auf Kosten der 
potentiellen Energie geschieht, so bewegt er sich in solcher 
Weise, dass /r abnimmt. Dieses geschieht der letzten Gleichung 
nach, wenn ^ zunimmt; der Magnet bewegt sich also in der 
Richtung, in welcher die magnetische Kraft wächst. Ein magne- 
tisches Partikel strebt also nach der Stelle zu gelangen, wo die 
magnetische Kraft am grössten ist. Dagegen bewegen sich die 
diamagnetischen Körper nach den Stellen, wo die magnetische 
Kraft ihr Minimum hat. 

Um die einem Systeme von Magneten innewohnende magne- 
tische Energie zu finden, verfahren wir folgendermaassen. 
Das Potential in jedem Punkte innerhalb des Systems wächst 
proportional der Grösse der Magnetisirungscomponenten. Die 
Magnetisiiimgscomponenten mögen nun in solcher Weise an- 
wachsen, dass sie in den aufeinander folgenden Zeitpunkten 
immer dasselbe Vielfache ihrer endlichen Grösse erhalten. 
Unter diesen Bedingungen wächst das Potential in demselben 
Yerhältniss. Sind ursprünglich die Magnetisirungscomponenten 
Null, so ist auch das Potential im Anfange gleich Null. Die 
endlichen Werthe der Magnetisirungscomponenten seien A, B, 
C. In einem bestimmten Zeitpunkte während des Anwachsens 
der Magnetisirungscomponenten seien die letzteren nA, nB. 
nC, wo n ein echter Bruch iot. Zu derselben Zeit ist das 
Potential in irgend einem Punkte gleich nF. Wachsen die 
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Magnetisirungscomponenten bezw. um A.drij £.dn, C.dn, so 
wächst das Potential in dem betrachteten Punkte um Fdn. 
Werden aber A, £, C vermehrt bezw. um A,dn, B.duj Cdn, 
so ist dazu nach (a) die Arbeit 

///{A.dn.nd F/dx + B.dn.nd Vjdy + C.dn.nd F/dzjdxdydz 
^ n.dnfff{A.dFldx + B.dF/dy + C.dridz)dxdydz 

1 
erforderlich. Wächst nun n von bis 1 an, so ist fndn ^ ^ 



und die gesammte Arbeit wird 

(d) ^= \ffA^'dF/dx + B.dFjdy + C.dFldz)dxdydz, 

oder durch Einführung der Componenten der magnetischen 
Eraft 

(e) r = - \fff{Aa + £ß + Cy) dx dy dz. 

Die Energie eines magnetischen Systems kann auch in 
anderer Weise ausgedrückt werden. Dieselbe Betrachtung, 
durch welche wir vorhin zu einem Ausdrucke für die Energie 
gelangt sind, zeigt, dass 

(0 ^'= \f<^' r.dS + \fffQ. F.dxdydz 

ist, wo a und q bezw. die Oberflächen- und Volumendichte 
bedeuten. 

Sind F und die ersten Differentialquotienten von F stetig 
Teränderlich, so ist <t = 0, und wir haben dann 

lF^\fffQ.F.dxdydz. 
Nun ist 

und demnach 

W^^ll8n.fffF(d^Fldx^ + d^F/dy^ + d^Fldz^dxdydz. 

Durch theilweise Integration über den ganzen unendlichen 
Baum folgt hieraus 

^ = ilSiz.fff[{d Fidxf + (ö F/dy)^ + (ö Fjdz)^] dx dy dz, 
oder 

(g) r« Ij^n.fffia^ + ß^ + r^)dxdydz. 

Für die dielectrische Polarisation gelten ganz ähnliche Aus- 
^drücke (vergl. § 61). 

15* 
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§ 73. Die magnetische Vertheilnng. 

Jedes in ein magnetisches Feld gebrachte Stück weichen 
Eisens wird durch Induction magnetisch. Wir nehmen an^ 
dass die Intensität der Magnetisirung an jedem Punkte eine 
Function der gesammten in dem betrachteten Punkte wir- 
kenden magnetischen Kraft ist. Die Intensität der Magneti- 
sirung möge der magnetischen Kraft proportional sein; wir 
haben dann 

(a) Ä^kuj B = kß, C^ky, 

wo k eine Gonstante ist. Die magnetisirende Kraft rührt 
theils von den im Felde vorhandenen permanenten Magneten, 
theils von den im weichen Eisen von diesen durch Vertheilnng 
geschaffenen magnetischen Massen her. Den ersteren möge 
das Potential T, den letzteren das Potential U zugehören, so 
dass 

A^ ^ k.d{F + U)ldx, 5 = - k.d{F+ U)/dj/, 

C^^k.d(r+U)ldz. 

Es ist aber ausserhalb der Massen der permanenten Magnete 
V*r= und also 

dÄjdx + öBldtj + dCjdz = - k^^U, 

oder, da nach § 68 (e) 

p = - [dÄjdx + öBjörj + dCjdz) 
ist, so wird 

Da das Potential U von den Componenten der Magneti- 
sirung A, B, C herrührt, so ist innerhalb des weichen Eisens 

Aus den beiden letzten Gleichungen erhalten wir 

(b) (1 + 47tk)Q = 0, 

d. h. es ist p = 0; im Innern des weichen Eisenstückes ist also 
kern freier Maffnetismus vorhanden. Die magnetische Masse be- 
findet sich also auf der Oberfläche des Eisens, für welche die 
Oberflächendichte <t des Magnetismus bestimmt werden muss. 
Wir benutzen zu diesem Zwecke die Gleichung 

4n(T + ö(r+ Ui)ldvi + d{r+ U,)ldva = 0, 
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WO Va und V. die von einem beliebigen Punkte auf der Ober- 
fläche des Eisens bezw. nach aussen und innen gezogenen 
Normalen sind. Ui und Ua sind die von d6m vertheilten 
Magnetismus herrührenden Werthe des Potentials innerhalb 
und ausserhalb des Eisens. Wir haben nun 

ör/öjf. = -ör/ö^a, also 4n(T + dU.ldv. + dUaldva = 0. 
Dicht an der Oberfläche des weichen Eisens ist die magneti- 
sirende Kraft in der Eichtung v. gleich — ö(r+ U^jdv., 
Der freie Magnetismus auf dem entsprechenden Oberflächen- 
element dS ist also 

G.ds = k.d{r+ u;)/dv..ds. 

Demnach wird 

(c) ATzk.d rjdv, + (1 + ^nh)d U.jdv, + d U^ldva = 0. 

In Verbindung mit den Gleichungen 

dient die Relation (c) zur Bestimmung der Potentiale ?7. und U^. 
Als Beispiel der ausgefahrten Theorie behandeln wir die 
Magnetisirung einer Kugel unter der Einwirkung einer con- 
stanten magnetisirenden Kraft $, welche in der Richtung der 
or-Axe wirkt. Die Intensität der Magnetisirung der Kugel in 
der Eichtung der x-Axe sei A\ die von der Magnetisirung 
herrührende und in der Richtung der ar-Axe wirkende Kraft 
ist nach § 70 (f) gleich --in /S.A. Nach der Gleichung (a) 
haben wir also 

und demnach 

A = k^l{l +4nlS.k). 

In diesem Falle ist nach § 70 (e) 

U. = A7tl3.Äx] Ua = 4n IS. B^Ä. cos e/r^. 

Diese Werthe genügen der Gleichung (c), indem r= — ^x ist. 

§ 74. Magnetische Kraftlinien. 

Ist M der freie Magnetismus innerhalb einer geschlossenen 
Fläche und $„ die Componente der magnetischen Kraft in 
der Richtung der Normalen der Fläche, so haben wir nach § 69 
(a) 4n.M^ff^,.dS. 
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Bringen wir über die Pole eines horizont&l liegenden 
Magneten ein Blatt Papier und streuen wir Eisenfeilspahne 
auf dasselbe, so ordnen sich die letzteren in Cunren an, die 
als magnetische Kraftlinien bezeichnet werden. DE (Fig. 79) 
sei eine kleine Fläche von der Grösse dS\ vom umfange der- 
selben gehen Erafüinieni aus, welche eine Kraftröhre be- 
grenzen. Ist D'E' = dS' ein anderer Schnitt durch die Kraft- 
röhre, so kann auf den begrenzten Theil der Eraftröhre das 
in der Gleichung (a) enthaltene Theorem angewandt werden. 

Da die Richtung der magne- 
tischen Kraft mit der Richtung 
der Kraftlinien zusammenfällt, 
so ist die Normalkraft überall 
an der Röhre Null, ausgenommen 
an den Endflächen jD-Sund DE'. 
Fig. 79. Die in DE wirkende Kraft sei 

$, die an D'F wirkende §'; die 
Winkel zwischen der Richtung der Kraft und den Richtungen 
der Normalen auf DE und D'E' seien bezw. und &, Da 
im Innern der Röhre kein freier Magnetismus vorhanden ist, 
so haben wir 

- ^ .dS. cos + ^'. rf5'. cos & = 0. 

Sind die Schnitte dS und dS' senkrecht zu den Kraftlinien, 
so wird 

^l^'^dS'ldS. 

Die Kraft ist also dem Querschnitt der Kraftröhre verkehrt pro- 
portional Aus dem gegenseitigen Abstände der Kraftlinien 
erhalten wir eine Vorstellung über die Grösse der magnetischen 
Kraft im Felde. 

Eine magnetische Kraftröhre kann nicht in sich selbst zurück- 
kehren und einen hohlen Ring bilden. Im entgegengesetzten 
Falle würde die Arbeit von Null verschieden sein, welche von 
den magnetischen Kräften bei der UeberfÜhrung einer magne- 
tischen Masse 1 von einem Punkte auf einer geschlossenen 
Linie zurück zu demselben Punkte geleistet wird. Ist ds ein 
Element der Kraftröhre, so würde also die Arbeit sein 

f^.ds>Q, 
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wenn die Bewegungsrichtung mit der Kraftricljitung zusanunen- 
fallt. Ist das magnetische Potential V^ so haben wir aber 

§= ^dVjds 
und also für eine geschlossene Linie 

fdrids.ds= r- r=o, 

Ja das Potential eine eindeutige Function des Ortes ist. 

Jede moffnetuche Kraftröhre muss an der Oberfläche eines 
Magneten beginnen und an einer solchen endigen. Endet das 
Bohr mit dem Querschnitte PQ (Fig. 80), so dass eine magne- 
tische Kraft im Rohre TUQP vorhanden ist, wahrend dieselbe 
ausserhalb des Rohres in R und S Null ist, so wenden 
wir die Gleichung (a) auf den Raum TUQSRP 
an. Da eine magnetische Kraft in der Fläche Tu 
wirkt, aber nicht im Räume PQSR, so ist das 
Oberflächenintegral über TUQSRP nicht Null. In 
der geschlossenen Oberfläche müsste also Magne- 
tismus vorhanden sein, was gegen die Voraus- 
setzung streitet. Jede magnetische Kraftröhre endet ^S- 80. 
also in der Oberfläche eines Magneten. 

Um die Grösse und Richtung der magnetischen Kräfte zu 
veranschaulichen, benutzte Farad ay die magnetischen Kraft- 
linien; er nahm an, dass die Kraftlinien in den Magneten 
hinein fortgesetzt roürden. Seine Betrachtungsweise ist in der 
That von sehr grosser Bedeutung geworden. Zerbricht man 
einen Magneten und stellt die Bruchflächen in geringem Ab- 
stände einander gegenüber, so wirkt eine starke magnetische 
Kraft im Räume PQR ü (Fig. 81). Diese Kraft rührt theils 
her von dem freien Magnetismus im Innern des Magneten und 
auf der ursprünglichen Oberfläche desselben, theils von dem 
freien Magnetismus auf den neugebildeten Flächen. Die aus 
der ersteren Ursache sich ergebende Kraft ist vom Nordpol n 
zum Südpol s gerichtet, während die von der letzteren Ur- 
sache herrührende Kraft von s nach n gerichtet ist. Die 
letztere Kraft ist in Wirklichkeit die stärkere, so dass man 
mit einem gewissen Rechte sagen kaijm, die magnetische Kraft- 
röhre wird durch das Innere des Magneten auf dem Wege 
L'FFD (Fig. 81) fortgesetzt. 
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Ist S (Fig. 82) eine ausserhalb des Magneten geschlossene 
Fläche, welche also keinen Magneten, weder ganz noch theil- 



/ n: 




Fig. 81. 

weise, umschliesst, und welche also keinen Magnetismus ent- 
hält, so haben wir nach § 14 

Man pflegt dieses folgendermassen auszudrücken: das In- 
tegral f^n^dSj welches über einen Theil der Fläche ausgedehnt 
wird, kann in die Theile §„^.^5^, ^n^.dS^ u. s. w. zerlegt 
werden. Alle Producte §„.rf5 seien gleich gross und jedes sei 




Fig. 82. 

gleich der Einheit. Da das Product §„.^5 für dieselbe Röhre 
oder Kraftlinie constant ist, so giebt f^„.dS die Zahl der 
Kraftlinien an, welche die Fläche durchsetzen. Ist das Inte- 
gral Null, so treten ebensoviel Kraftlinien in die Fläche ein vrie 
aus derselben austreten. 

Dasselbe gilt von einer Fläche, welche einen oder mehrere 
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Magnete umschliesst, denn die Summe des Magnetismus in 
jedem Magneten ist Null. Dagegen gilt der Satz nicht, wenn 
die Fläche einen Magneten durchschneidet. Wird indessen 
der Magnet- in zwei Theile MNQP (Fig. 81) und RS TU zer- 
legt und befinden sich diese Theile unendlich nahe bei einander, 
so gilt der Satz für jedes der beiden Stücke, wenn die be- 
trachtete Fläche den einen Theil umschliesst, den anderen 
Theil aber ausschliesst. Wenn nun die betrachtete Theilung 
des Magneten keine Störung in der Magnetisirung desselben 
hervoi^ebracht hat, so kann der Satz folgendermaassen aus- 
gedrückt werden. 

Die Componenten der magnetischen Kraft sind a, ß, y. 
In dem ausserhalb der Spalte liegenden Theil der Fläche wirkt 
keine zweite magnetische Kraft; dagegen bringen der freie 
Magnetismus + a auf einem Elemente dS von PQ (Fig. 81) 
und — ff auf dem entsprechenden Elemente von JR U eine Kraft 
hervor, welche in folgender Weise ermittelt werden kann. Nach 
§ 13 übt eine Fläche mit der Dichte a auf eine sehr nahe 
liegende Masseneinheit die anziehende Kraft 2 na aus. Bei 
den magnetischen Massen ergiebt sich eine abstossende Kraft 
2:t(T. Sind zwei parallele Flächen vorhanden, von denen die 
eine die magnetische Dichte o-, die andere die Dichte — <t hat, 
so ist die zwischen den Flächen wirkende magnetische Kraft 
4;r<T. Die nach aussen gerichtete Normale des Flächen- 
elementes dS bilde mit den Axen Winkel, deren Cosinus /, m, 
n sind, so haben wir, wenn J, JS, C die Magnetisirungscom- 
ponenten sind 

(T = IA + mJB + nC. 
Die magnetische Kraft in der Richtung der Normale ist 
Icc + mß + ny. 

Da das Oberflächenintegral in dem betrachteten Falle Null 
sein muss, so wird 

ff{lcc + mß + ny + An(7)dS=:0, 

oder nach § 68 (b) 

fll{a + 4tnÄ) + fn{ß + 47tB) + n{y + 4nC)']dS^0. 
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Ist S (Fig. 82) eine ausserhalb des Magneten g<^^^ ^^ii. 
Fläche, welche also keinen Magneten, weder ganz 



/ n 




Fig. 81. 
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weise, umschliesst, und welche also keinen 
hält, so haben wir nach § 14 

Man pflegt dieses folgendermassen ^^^^'^l^^ie a^^g^^^f^t 
tegral f^^.dS, welches über einen Theil ^^^'^^\ g. ^. ^^'^'^^^ 
wird, kann in die Theile $„^.^«1, §n,.^^« J ^tid 3«*^^ ^ 
werden. Alle Producte ^^.dS seien gleich g^'^^ 




Fig. 82. ,,e5öbre 

di©^^ j^ 

gleich der Einheit. Da das Product ^„•^'^ rfS *^ Jjii^' 
oder Kraftlinie constant iatj so giebt /Ö»»' /^^ ^^ - 

Krafmmrn an, \ve\che die FUVi^bR '"^^^^^^^^^/ir ^'^'''*' 

Dm^elhG gilt von Bin*^^' 



\\^ 



^iiieii 



öi**^r 
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Magnete umschliesst, denn die Summe def 
jedem Magneten ist Null. Dagegen gut der Si*:: iii_i:i wezi 
die Fläche einen Magneten durchscLnäft^rw. 'Vr-^ ::i .^-s&ei 
der Magnet- in zwei Theile JfSQP 'Flz. ^I hhl I T ' z-r- 
legt und befinden sich diese Theile uneiidli'-i nLut i*t. *:r..r ^^ 
so gilt der Satz für jedes der beideL Sru'ji:^. i^-fin Li- i*— 
trachtete Fläche den einen Theü muscLiiesr.. ü-ei 1:1. --r-^. 
Theil aber ausschliesst. Wenn nun cit t^etrji-im^n-fr Ti.*^!:.:-^ 
des Magneten keine Störung in der Y.LSJk*^^-jmi:r *ir*-^.i*rr. 
hervorgebracht hat, so kann der S&iz -i ■•rr^n.'.^t»^»^. — » i.:.^ 
gedrückt werden. 

Die Componenten der magnetiKL«. tni »i:: . f - - 
In dem ausserhalb der Spalte liegeiid«L Tnel ö^ ? 1. •.- t — 
keine zweite magnetische Kraft: dn^ra. vriis-fi .-r .'- 
Magnetismus + a auf einem EemeLOe c ^ ^ »i / '- :i • 
und — a auf dem entsprechenden Eiemem^ -c i ' *_- .' 
hervor, welche in folgender Weise emirn^h ift*fr^. i_:_ 
§ 13 übt eine Fläche mit der Didrur c an- *::-^ **:. 
liegende Masseneinheit die enmehaioe Lsdir. ir.- ü». ^- 
den magnetischen Massen ergiebt t?ici «m^ ^uk. ^ . ^ 
2;rö'. Sind zwei parallele FllicheaQ ^^tjniiai'^>sL ^,^ 

eine die magnetische Dichte <7, die «büert ui- J ri. 

so ist die zwischen den Flächen wbk^mw: itue^e..- . 
4 ,7 (7. Die nach aussen gerichtete 5iintu^ ^ 
elementes dS bilde mit den Axes IS^joiml ur?r .%^^ 
n sind, so haben wir, wenn JL jß, ^ c^ 
ponenten sind 

Die magnetische Kraft in der Eidmur ur J«r; 

Da das Oberflächenint^isi 4L as 
»ein muss, so wird 

oäir oach § 68 (b) 



/[/(» + 4!f^ + 
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Wir setzen 

(b) • a=^a + 4nAy b^ß + 4n£, c^y + 4nC 
und erhalten 

(c) /(fl^+ bm + cn)dS=^ 0. 

a, by c sind die Componenten der magnetischen Induction, 
Werden also die Richtungen der Kraftlinien durch die RichtuDgen 
der Resultanten der magnetischen Induction bestimmt , so er- 
kennt man, dass die Krafilimen durch den Magneten selbst 
fortgesetzt gedacht werden können, und dass sie also in sich 
selbst zurücklaufen. Die Gleichung (c) zeigt nämlich, dass 
ebenso viel Linien in eine Fläche eintreten als von ihr aus- 
gehen. Denken wir uns durch eine in sich selbst geschlossene 
Raumcurve s eine ¥rillkürliche Fläche S gelegt, und bestimmen 
wir die magnetische Induction, deren Componenten a, £, c sind, 
so ist die Grösse 

^^f{al+bm + cn)dS 

durch die Randcurve s der Fläche S allein bestimmt. Man 
sagt: die Curve s umschliesst die Anzahl N magnetischer Kraft- 
linien. 

Aus den Gleichungen (b) folgt, dass 

daldx + db/dg + dcldz 
« da/dx + dßidy + dyjdz + in{dA/dx + d£ldg + dC/dz) 

Demnach ist 

daldx + db/dg + dcldz=^0. 

§ 75. Die Gleichung der Kraftlinien. 

Wir entwickeln noch die Gleichung der Kraftlinien fiir 
einen kleinen geradlinigen Magneten NS (Fig. 83), welcher in 
der Längsrichtung mit der Intensität / magnetisirt ist S sei 
der Südpol, N sei der Nordpol. In den ebenen Endflächen 
S und Nj deren Grösse dA sei, ist freier Magnetismus vor- 
handen; am Nordende J.dAj am Südende — J,dA. Die Mitte 
des Magneten sei der Coordinatenanfangspunkt, die x-Axe £alle 
mit der Längsrichtung des Magneten zusammen. Auf einen 
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Punkt P, dessen Coordinaten x und y sind, wirkt eine magne- 
tische Kraft, deren Componenten u and ß bestimmt werden 




-> X 



Fig. 83. 



sollen. 2Z sei die Länge des Magneten, femer sei PS^^r^, 
PiV= Tj und J.dA = qj so haben wir 

Sind dx und dy die Projectionen eines Elementes der Kraft- 
linien, so haben wir 

dy I dx z=z ß I a 
oder 

(a) (x ^ l) l r^^ . dy "[x + l) I r^^ .dy = y j r^^ .dx -- y I r^^ . dx. 

Setzen wir ^^PSx = 0^ und ^PNx = ©g, so ist 

cos 0j = (x + /)/ Tj und cos 0^ = (x — /) / Tj. 

Erhalten x und y bezw. den Zuwachs dx und efy, so erhält 
COS0 den Zuwachs rfcos0, und es ist 

dcoB0,:={llr^^{x + lYlr,^)dx^{x + l)ylr^Kdy 
= y» / r^s . ^x — (ar + Z)y / r^» . ^y. 
In derselben Weise ergiebt sich 

rfcos02 =^ y^ I r^^ .dx ^ {x -^ l)y l r^^ .dy. 
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Mit Rücksicht auf die Gleichung (a) wird 
d(cos 01 — cos ©2) = 
oder, wenn mit c eine Constante bezeichnet wird 

cos ©1 — cos ©3 = c. 
Dieses ist die Gleichung filr die Kraftlinien. 

§ 76. Die magnetlBche Induction. 
Die Componenten der magnetischen Induction sind 

Werden a, b und c als Stromcomponenten betrachtet, so 
haben sie mit den Strömungscomponenten einer incompressiblen 
Flüssigkeit eine Eigenschaft [vergl. § 41 (e)] gemeinsam, indem 

daldx + dbjdy + dcldz^Q, 

oder, was dasselbe aussagt, 

f{al + bm + cn)dS = 0. 

Ist 83 die Resultante von a, i, c und ist € der Winkel zwischen 
89 und der Normalen auf dem Oberflächenelemente dSder ge- 
schlossenen Fläche Sf so haben wir 

/».COS€.Ä?5 = 0. 

JSF^dS (Fig. 84) sei ein Element der Oberfläche des 
Magneten und auf dS sei der Magnetismus a.dS vorhanden. 

Die Induction ausserhalb EF 
in der Richtung ££' sei 9« 
und innerhalb der Oberfläclie 
in derselben Richtung 8),. 
Auf dem Umfange des Ele- 
mentes J?/' werden Lothe er- 
richtet, und wir legen die Flächen ÜT und JS^'J^" parallel 
zu HF, dann ist 

(Sf - 85«) . ^5 = oder 83,- = 83«. 
Ausserhalb der Oberfläche ist 83« gleich der magnetischen 
Kraft in der Richtung FI!'; dieselbe wird, wenn das Potential 
ausserhalb der Oberfläche 7« ^nd die Normale FF' gleich 
dva ist, 

85,= ^dVajdVa. 
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r. sei das Potential innerhalb der Fläche. Die Induction 
9; ist dann nach § 74 

^i = dFildvi + 4na, 

und also haben wir 

dFildvi + dFaldva + 47t(r = 0. 

Dieses ist dieselbe Gleichung wie § 69 (i). Ist der betrachtete 
Körper ein Stück Eäsen mit der Magnetisirungsconstanten k, 
so haben wir 

A=^ha, JS^kß, C^hyj |W=l + 4;rÄ, 

a = fia, b = nß, c = fjLy. 

Hieraus ergiebt sich, dass 

daldx + dbldy + dcldz = fi.S7^F. = 

im Innern des Eisen ist. Dort ist also kein freier Magnetismus 
Torhanden. Die magnetische Induction hat in senkrechter 
Richtung zur Oberfläche auf beiden Seiten derselben den 
gleichen Werth, d. h. wir haben [vergl. § 73 (c)] 

fid{U, + F)ldv, = - d{U^ + F)ldva. 
Die Grösse ju, welche das Verhältniss der magnetischen In- 
duction zur magnetischen Kraft angiebt, kann als moffnetische 
inductive Capacität (magnetische Permeabilität) bezeichnet werden. 
Der Inductionscoefficient oder die MagnetisirungscoTistante (jl ist 
gleich Eins im leeren Räume, dort ist A = 0; flir die para- 
magneüschen Körper ist jW> 1, für die diamagnetischen Körper 

ist j(4 < 1. 

§ 77. MagnetiBche Lamellen. 

Eine dünne Stahlplatte sei so magnetisirt, dass die eine 
Seitenfläche Süd-, die andere Nordmagnetismus hat. In einem 
beliebigen Punkte A in der Seitenfläche N (Fig. 85) sei eine 
Normale construirt, welche die Fläche 8 in B schneide. Die 
Magnetisirung sei von der Beschaffenheit, dass — <t die Ober- 
fiächendichte des Magnetismus im Punkte B ist und + a die 
Oberflächendichte in Ä, Wir setzen A B = e und nennen 
(7 e = das Moment der Fläche an der betrachteten Stelle. 
Ist die Dicke der Platte unendlich klein, während die Ober- 
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flächendichte unendlich gross ist, so hat einen endlichen 
Werth, und wir haben eine magnetische „iam«/fc". 

Das Potential .einer solchen Lamelle kann in folgender 
Weise ausgedrückt werden. i-Jf(Fig. 86) sei die Lamelle," 
dS ein Flächenelement auf der positiven Seite der Fläche, 





Fig. 85. 



Fig. 86. 



JB C sei die Normale zu diesem Flächenelement und P der 
Punkt, für welchen das Potential bestimmt werden soll. Der 
Winkel zwischen B C und £ P werde mit s bezeichnet. Der 
von dS begrenzte Theil der Lamelle ergiebt nach § 69 im Punkte 
P das Potential 

dFss a .dS.e.cos$l r^. 

Wir haben demnach 

(a) r= (I>./fcoBB,dSlr% 

wo das Integral über die ganze Fläche zu erstrecken ist, bei 
einer Lamelle von durchweg constantem Momente. Wird der 
räumliche Winkel, welcher durch P und dS bestimmt ist, da 
genannt, so ist 

rfS.cosfi = r^dcjj 

wenn B P =s r gesetzt wird. 
Also wird 

d Fssi (T.e.do) ^ (I^.do) 
und demnach 

(b) F^(I>.a), 

wo ö) der räumliche Winkel ist, unter welchem von P aus die 
Lamelle erscheint, o? können wir auch als scheinbare Grösse 
der Lamelle im Punkte P bezeichnen. 
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Läge der Punkt, für welchen das Potential bestimmt werden 
soll, auf der entgegengesetzten Seite der Fläche, etwa in F 
und ist dann w' der durch P und die Begrenzung der Lamelle 
bestimmte räumliche Winkel, so haben wir 

Nähern sich die Punkte P und V der Lamelle bis sie zuletzt 
unendlich nahe bei einander, aber auf entgegengesetzten Seiten 
der Lamelle liegen, so ist 

(c) r= ~ 0.(4;r-w), 

da 4^ die gesammte Winkelöffnung um einen Punkt herum 
ist. Also haben wir 

r- r=4;r.a>. 

Ist VQ^F (Fig. 87) eine Curve, welche die Lamelle nicht 
schneidet imd deren Endpimkte unendlich nahe bei einander 
auf entgegengesetzten Seiten der Lamelle liegen, so ist die 
Arbeit der magnetischen Kräfte, welche zur üeberflihrung eines 

Poles mit der Einheit des Magnetismus auf dem 

Wege Ti^F erforderlich ist, gleich 4 jr 0. Dieser /^ r^^'n 
Satz gilt auch dann, wenn Magneten vorhanden ; / / p 
sind, welche auf den Pol wirken mit Kräften, 
die ein eindeutiges Potential haben. Die 
Arbeit, welche die von den Magneten her- 
rührenden Kräfte bei der Bewegung des Ein- 
heitspoles in der Curve PQP' leisten, ist Null; 
denn die Curve PQP' kann als geschlossene 
Curve betrachtet werden, da P und P unendlich 
benachbarte Punkte sind. Fig. 37. 

Nachdem wir einen Ausdruck für das 
Potential einer magnetischen Lamelle erhalten haben, be- 
stimmen wir die Kraft, mit welcher die Lamelle auf einen 
Magnetpol mit der Einheit des Magnetismus wirkt. Die Nor- 
male der Lamelle bilde mit den Axen Winkel, deren Cosinus 
l, m, n sind; ein Punkt in der Lamelle habe die Coordinaten 
I, 1/, f, und der Punkt ausserhalb der Lamelle, für welchen 
das Potential berechnet werden soll, habe die Coordipaten 
X, y, z. Wir haben dann 
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COS 6 = / . (or - I) / r + m . (y - »;) / r + « . (z - ^ / r , 
wo 

r« = (X - if + (y - '1? + (^ - £)' 

ist. Nach der Gleichung (a) ist das Potential 

^'= *•//[(' - 1).^+ (y- '/)»« + (z - ^n]/r».rf5. 
Da 

ör-VÖ| = (x-|)/r» 

ist, so erhalten wir 

F= ft>f/{l.dr-^ldi + m.dr-^ldti + n.df^^ldC)dS. 

Die Componente der magnetischen Kraft in der Richtung der 
x-Axe sei a; es ist dann 

(d) a=-dVjdx 

und 

weil 

dr-^jdx= -dr-^ldi 

ist. Wenn die Lamelle nicht durch den Punkt x, y, z gebt, 
so wird r niemals Null und wir haben dann 

d'r-^ Idi' + d'r-^ Idti' + d*r-^ jd^ = 0, 

( a= + 0.ff[m.d'r-^ldvdi 

^^^ \+ n.d'r-^ I dCdi - l{d'r-^ I dv* + d'r-^ I dC*f\dS. 

Nach dem Theorem § 6 (f) ist 

( f{X.di/ds + r.di]lds + Z.d^lds)ds 

(0 \=ffU{dZldv -drid^ + midXjdC-dZIdl) 

l +n{dridi-dXldti)]d8. 

Wir setzen 

J=0, 7= + 0.ör-i/öf, Z= -<t>.dr-^ldv, 

wodurch die rechten Seiten der Gleichungen (e) und (f) identisch 
werden und erhalten 

(g) a= <t>.fdr-^ldC.d>ilds-dr-^ldi].d^lds)ds. 
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Analoge Ausdrücke gelten für ß und y. Durch Ausführung der 
Differentiation ergiebt sich 

(h) u= (I>.f[{z^^lr\dv/ds-{y'-i])lr\dClds']ds. 

Durch die Randcurve und das Moment der magnetischen 
Lamelle ist also die Kraft bestimmt Dieses ergiebt sich schon 
ans dem umstände, dass das Potential durch den räumlichen 
Winkel und durch das Moment der Lamelle bestimmt ist. 

Um die geometrische Bedeutung der Gleichung (h) zu 
finden, stellen wir folgende Betrachtung an. Der Punkt 
(Fig. 88) habe die Coordinaten |, i/, f ; Oy und Oz seien bezw. 
die Richtungen der y- und z-Axe. Das 
Element ds sei der z-Aj^e parallel und 
dargestellt durch OÄ^d^\ es ist also "C 
(/i; = 0. Der Punkt P, fiir den das Po- "^^^ 

tential gesucht wird, liege in yz- Ebene, und ^>. 



es sei OP = r. Wir setzen ÄOP ==^ und -2 -j — - 

haben y — ^ = r . sin 0. Die von ds = OÄ 
ausgehende magnetische Kraft ist *^" 

(i) a= - (l).ds.sm0lr^\ 

sie steht senkrecht zur yz-Ebene. Die Richtung der Krafl 
kann folgendermaassen bestimmt werden. Hält man die rechte 
Hand in der Sichtung von ds, so dass die innere Handfläche 
gegen den Pol P gehehrt ist, so giebt die Richtung des Daumens 
die Kraftrickbmg an. 

Zum Schlüsse bestimmen wir die Arbeit, welche erforder- 
lich ist, um eine magnetische Lamelle vom unendlich fernen 
Punkte nach einer Stelle zu bringen, wo das magnetische 
Potential gleich F ist. Die Lamelle sei in Elemente dS zer- 
legt. Um das mit dem Südmagnetismus g .dS belegte Flächen- 
element an die betrachtete Stelle zu bringen, ist die Arbeit 
— <T.rf 5. J^ erforderlich. Um das zugehörige nordmagnetische 
Flächenelement an seine Stelle zu schaffen, ist die Arbeit 

{jr^dr\dv.e)G.dS 

nöthig, wenn mit v die Normale zum Flächenelement dS be- 
zeichnet wird. Demnach ist die gesuchte Arbeit 

A^SSdV\dv.ea.d8^Q>,SSdV\dv.dS. 

Christiansen. MQller, Physik. 16 
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Da nun 

dridv^ ^{la + mß + nY) 

ist, so erh&lten wir f&r die gesuchte Arbeit 

^ = - 0.ff{lcc +mß + nr)dS. 

Ist N die von der Bandcurve der Lamelle umschlossene Zaiil 
der Kraftlinien, so ergiebt sich 
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Electromagmtismus. 

§ 78. Das Oeseti von Biot und Savart. 

Oersted fand, dass der electrische Strom eine Wirkung 
auf den Magneten ausübt; die Gesetze für die magnetische 
Kraft, welche von einem electrischen Strome 
^-''^ ausgeht, sind von Biot und Savart gefim- 
y^^ den. A £ (Fig. 89) sei ein Leiter, der von 

T^ . ^ einem Strome durchflössen wird, welcher 

,>"' durch die in der Zeiteinheit durch jeden 

^ Querschnitt fiiessende Mectricitätsmenge ge- 

messen wird. Im Punkte P sei die magnetische 
Masse fi vorhanden, und der Stromleiter ij9 
P5g 89. ^^^ ^^ unendlich kleine Theile ds zerlegt. Ist 

CD =^ ds ein unendlich kleiner Theil des 
Stromleiters, CP = r und der Winkel zwischen r und der 
Stromrichtung in CD, so steht die Richtung der Kraft senk- 
recht zu der durch r und ds bestimmten Ebene. Bringt man 
die rechte Hand in die Bichtung des Stromes und kehrt die 
innere Handfläche nach dem Magnetpol, so ist die Richtung der 



r 



A 
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Krafty welche das Stromelement auf den Pol ausübt, durch die 
Bichtung des Daumens gegeben. Die Grösse der Kraft K ist 

(a) Kv=fi.i.dslr*.mi0. 

Die magnetische Kraft, welche von einem beliebigen Systeme 
electrischer Ströme ausgeht, deren Bichtung, Stärke und Lage 
im Baume bekannt sind, kann nach (a) berechnet werden. 

Bildet der Strom einen geschlossenen Kreislaufs und ist die 
Intensität des Stromes in allen Punkten des Leiters dieselbe, 
so können wir die Kraft, welche vom Strome ausgeht und 
auch das Potential, welches der Strom hervorbringt, bestimmen. 
Die vom Stromelemente ausgehende Kraft ist derjenigen gleich, 
die ein Element von derselben Länge ausübt, das der Baad- 
curye einer magnetischen Lamelle angehört, deren Moment der 
Stromstärke gleich ist. Dieses ergiebt sich aus der Ver- 
gleicbung der Formeln (a) und § 77 (i). 

DoA Potential V eines geschlossenen Stromes von der Stärke 
2 ist nach § 77 (b) in einem Punkte P 

(b) r=: ia>, 

wenn © der räumliche Winkel ist, unter dem von P aus der 
Stromkreis gesehen wird. Sind a, /?, y die Componenten der 
in P wirkenden magnetischen Kraft, so haben wir nach 
§77(h) 

ra=^i,f{{Z'-^lrKd7ilds^{y^f{)lr\d^lds)ds, 

<c) ) ß^i.f{{x^^)lr\dZlds^{z^Olr^'d^lds)ds, 

l y = ,-./({y - ,j)lrKdilds - (or - D/r'.rf^/rf*) ds. 

Ist ABC {Fig. 90) ein Leiter, welchen ein Strom t in der 
durch den Pfeil angegebenen Bichtung durchiliesst und um- 
kreist ein Pol mit der magnetischen Masse 1 den Strom in 
der Bichtung, welche durch Anlegen der rechten Hand in der 
früher angegebenen Weise gefunden wird, so ist nach (b) die 
von den magnetischen Kräften beim Durchlaufen der Bahn 
BF ED geleistete Arbeit \iti. Umkreist eine solche Bahn 
mehrere Ströme i, T, i" u. s. w., so leisten die von den Strömen 
ausgehenden magnetischen Kräfte bei der betrachteten Be- 
wegung die Arbeit A 

16* 
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(d) ^ = 4^(i + r + r+ .. .), 

wobei die Ströme, welche in entgegengesetzter Eichtnng fliessen, 
negativ zu rechnen sind. Demnach ist das Potential, welches 
ein electrischer Strom in einem Punkte F hervorbringt, nicht 
allein durch die Lage des Punktes F bestimmt. Bringt man 
einen Pol mit der Einheit des Magnetismus vom unendlich 
fernen Punkte auf der Bahn GF nach i^(Fig. 90), so wird die 
Arbeit F geleistet, welche das Potential 
im Punkte F angiebt. Umkreist der Pol 
dann den Strom auf der Bahn FEBFj 
so wird die Arbeit 4t ni geleistet, und 
das Potential in F ist jetzt V+^nu 
Wenn der Pol n mal den Strom in der- 
selben Weise umkreist hat, so ist das 
Potential in ^gleich V+ Annu Dem- 
nach hat das Potential im Punkte F 
Fig. 90. unendlich viele Werthe, die DiflFerential- 

quotienten des Potentials in Bezug auf 
ar, y, z sind jedoch vollständig bestimmt. 

Umläuft ein Pol mit der magnetischen Masse /x einmal 
den Strom, so ist die dabei geleistete Arbeit ^ni(x\ umkreist 
ein ganzer Magnet einmal den Strom und kehrt derselbe zu 
seiner Anfangslage zurück, so ist die geleistete Arbeit Aniüfty 
wo ^/i die Summe des Magnetismus im Magneten bezeichnet 
Da aber ftir jeden Magneten 2fi = ist, so ist die geleistete 
Arbeit in dem letzten Falle gleich Null. 

Da ein electrischer Strom durch eine magnetische Lamelle 
ersetzt wird, so können wir das magnetische Moment eines 
imendlich kleinen geschlossenen Stromes angeben. Ist i die 
Stromstärke, so hat die entsprechende Lamelle das Moment 
(Te = i. dS sei die Fläche der Lamelle, so haben wir 

i.dS = ae.dS. 
adS ist die magnetische Masse auf der einen Seite der La- 
melle, e ist der Abstand der Flächen. Demnach ist das 
magnetische Moment des Stromes gleich dem Producte aus der 
Stromstärke und der vom Strome umlaufenen Fläche. 
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§ 79. Stromsysteme. 

Ein Stromleiter sei um einen Cylinder gewickelt, so dass 
die Abstände der einzelnen Windungen gleich sind. Wir be- 
stimmen näherungsweise die magnetische Wirkung des Systems 
auf folgende Weise. Ist L die Länge des Cylinders, N die 
Anzahl der Windungen und t die Stromstärke, so ist der über 
der Längeneinheit des Cylinders fliessende Strom Nif L, und 
also der über der Strecke dx fliessende Ni.dxjL. Ein Theil 
des Cylinders von der Länge dx kann durch eine magnetische 
Lamelle von der Dicke dx und der Oberflächendichte a ersetzt 
werden, wenn 

(a) G .dx ^ Ni.dx j L und a == Nij L 

ist Wird dieses für die ganze Länge des Cylinders aus- 
geführt, 80 heben sich überall die Wirkungen der positiven 
und negativen Belegungen auf, mit Ausnahme der Endflächen 
des Cylinders. Fliesst der Strom in der in Fig. 91 ange- 
deuteten Weise, so erhält A negativen und B positiven Magne- 
tismus. Das betrachtete Stromsystem pflegt man als Solenoid 
zu bezeichnen. Ausserhalb des Cylinders wirken nur die von 
den Polen Ä und B ausgehenden magnetischen Kräfte. Ist die 
Länge des Solenoids gross im Verhältniss zum Durchmesser, 
so verschwindet die magnetische Kraft in der Nähe der Mitte 
ausserhalb der Windungen. Die Kraft im Innern des Solenoids 
wird folgendermaassen bestimmt. Die Gerade CJD (Fig. 91) sei 
parallel der Axe des Solenoids, CF und JOE seien senkrecht 
zur Oberfläche desselben, und 
die Gerade FU sei parallel 
mit CJD. Wir setzen voraus, 
dass die magnetische Kraft y 
im Innern des Solenoids der Fig. 91. 

Axe desselben parallel, und 

dass ausserhalb desselben keine magnetische Kraft wirkt. Ein 
Pol mit der magnetischen Masse Eins durchlaufe die geschlossene 
Bahn CD FF. Die von den magnetischen Kräften geleistete 
Arbeit ist y . dx, wenn CB = dx gesetzt wird. Nach § 78 (d) 
haben wir 
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(b) y.dx ^ 4n .Ni.dx I Zy y = 4nNi/ L. 

Bezeicimen wir die Anzahl der Windungen pro Längeneinheit 
mit N^j 80 ist 

7^ =* 4 ^ iVj i, 

d« h. die magnetische Kraft (Anzahl der Kraftlinien pro Quadrat- 
centimeter) im Innern des Solenoids, und zwar nahe der Mtte 
desselben, wird bestimmt durch das Product aus der Stromstärke i 
in die Zahl N^ der Windungen pro Längeneinheit des Solenoids. 
Wir wollen jetzt die magnetische Kraft im Innern einer 
Kngel bestimmen^ auf dessen Oberfläche ein Stromleiter ge- 
wickelt ist. Auf eine Kugel vom Radius 2i wird ein Stromleiter 
gewickelt^ so dass die Ebenen der Windungen parallel sind nod 
den Abstand a von einander haben. AB CD und EFGE 
(Fig. 92) seien zwei der Windungen. Ist die 
Stromstärke 2, so kann die einzelne Windung 
durch eine magnetische Lamelle mit der 
Oberflächendichte s ersetzt werden, in dem 
as = i ist. Die Wirkung der positiven Be- 
legung auf der Fläche £C wird fast auf- 
gehoben durch die Wirkung der negatiren 
Belegung auf der Fläche UH; es bleibt nur 
die Wirkung des Kreisringgebietes mit der 
Breite ££ übrig. Der in diesem Gebiete 
Fig. 92. vorhandene Magnetismus sei mit der Dichter 

auf der Kugelzone BFGC ausgebreitet. Wir 
haben £E.s = JBF.a oder 

(Tls^BF/BF^^^cose, 

wenn der Winkel zwischen dem Radius OB und der zur 
Ebene der Windungen senkrechten Linie OP ist. Demnach wird 

<T = t'/fl.cos©. 

Nach § 70 (f) wirkt im Innern der Kugel die magnetische 
Kraft 

F=-^^7iila, 

indem ija die Intensität / der Magnetisirung angiebt. 
Sind If Windungen vorhanden, so haben wir 
F^ ^\n.NilR, 
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d. h. die Kraft im Innern der Kugel ist direct proportional dem 
Produete aus der Stromstärke i in die Windungszahl N und um^ 
gekehrt proportional dem Radius R der Kugel, Zu demselben 
Eesultate kommen wir auch, wenn wir uns daran erinnern, 
dass die Kugel sich wie ein mit der Intensität J=^ija mag- 
netisirter Eisenkörper verhält. 

Auf diesem Wege kann man ein fiast constantes magne- 
tisches Feld herstellen, welches bei der Construction der Mess- 
instmmente zur Bestimmung der electrischen Stromstärke An- 
wendung finden kann. 

Bildet das Solenoid einen geschlossenen Ring, so erhalten 
wir ein Strömungssystem, welches sehr häufig Anwendung 
findet. AB (Fig. 98) sei ein Ereis mit dem Mittelpunkte 
und mit dem Badius r; der Mittelpunkt habe von der 
Geraden CD, welche in der Ebene des Sjreises liegt, den Ab- 
stand R. Botirt der Ereis um die Axe CB, so beschreibt 
er eine ringförmige Oberfläche. Auf dem Binge befinden sich 
N Windungen aus Kupferdraht, durch welchen der Strom i 
fliesst. Wir ersetzen die ein- 
zelnen Windungen durch mag- 
netische Lamellen und be- 
stimmen die magnetische Kraft 
im Innern des Binges. Ein- 
facher gelangen wir jedoch zum 
Besultate, wenn wir einen Ein- —n — 
heitspol auf einem Kreise mit 
dem Badius R sich um die 
Axe CB bewegen lassen. Die magnetische Bjraft $, welche 
im Innern des Binges wirkt, leistet dann die Arbeit 2nR^, 
wenn der Einheitspol einen Umlauf ausgeführt hat. Diese 
Arbeit ist aber gleich 4nNij wenn die Kreisbahn des Poles 
im Innern des Binges lie^; die Arbeit ist aber gleich Null, 
wenn die Bahn ausserhalb des Binges liegt. 

Im ersteren Falle haben wir also 




Fig. 93. 



und 



27iR^^4nNi 



^^2NilR, 
während im letzteren Falle ^ = ist. 
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§ 80. Die eleotromagnetisohen Grundgleichunffen. 

Bislang haben wir die Bahn des electrischen Stronw 
geometrische Linie betrachtet^ in Wirklichkeit erfüllt dei 
jederzeit einen Raum. Immerhin wird der Strom durch 
Componenten nach den Coordinatenaxen bestimmt. Ist 
dy.dz ein zur ar-Axe senkrechtes Flächenelement, und 
durch dasselbe in der Zeit dt die'Electricitatsmenge u.dy.d 
in positiver Richtung, so ist u die Stromcomponente nac) 
Richtung der x-Axe. Die Stromcomponenten nach den 
tungen der beiden anderen Axen werden mit v und & 
zeichnet. Werden durch den Punkt (Fig. 94), dessen < 
dinaten x, y, z sind, Oy und Oz paralle 
entsprechenden Coordinatenaxen gez« 
und wird das Rechteck OBBC const 
dessen Seiten dy und dz sind, so fliess 
Strom u.dy.dz durch das Element Oh 
Werden die Componenten der magnetis( 
Kraft mit a, ß, y bezeichnet und he\ 
sich ein Pol mit der magnetischen Mass 
um das Rechteck in der Richtung OBD 



B 

Fig. 94. 



so ist die von den magnetischen Kräften geleistete Arbeit 
ß'dy + {y + drldy.dy).dz - {ß + dßldz.dz).dy ^y.a 
^{drldy^dßldz).dy,dz. 

Diese Arbeit ist nach § 78 (d) gleich 4n. u.dy.dz. Demn 

erhalten wir die Gleichungen 

. f 4;rM = {dridy - dß/dz), 4nv = {dal dz - dy/dx), 

^^^ l 4itw = {dßldx-'dccldy). 

Durch diese Gleichungen ist der Strom durch die magnetl 

Kraft bestimmt In einem stromlosen Gebiete haben wir v • 

V = Oj IT = 0, also 

dyldy = dßldz, daldz^dyjdx, dßldx^dujdi 
oder 

a.dx + ß ,dy + y .dz =: --• dV. 

Ist also kein Strom vorhanden, so haben die magnetischen Kr 
ein Potential In diesem Falle rühren die Kräfte | 
Magneten her. 
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Fig. 95. 



Nach den Formeln (a) ist die magnetische Kraft durch 
üe Strömnngscomponenten allein nicht bestimmt. Sind u, v, w 
gegeben und ccj ß, y so bestimmt, dass die Gleichungen (a) 
jrftllt sind, so werden diese Gleichungen auch befriedigt, wenn 
nr an Stelle von a, /?, y 

u'^a + drjdx, ß' = ß + dF/dy, y'^y + dVIdz 

etzen, wo V eine willkürliche Function ist. F ist das Po- 
mtial der im Baume vorhandenen Magnete. 

Wir fügen einige einfache Bei- 
piele hinzu: 

a) Die Bichtung der magneti- 
;hen Kraft sei der z-Axe parallel, 
nd ihre Grösse sei eine Function 
es Abstandes r von dieser Axe 
Tig. 95). Wir erhalten dann aus 
tt Gleichung (a) 

47t u =^ + dy I dr .y I r, 

4nv = — dyjdr.xjr^ m? = 0. 

\r Strom ist der ar-y-Ebene parallel und senkrecht zu r. 

'omstarke / ist 

/= « cos (tte/) + r cos (öe7), 
/= — u,yjr + v,xjr = — 1 l^n.dyldr, 
y innerhalb eines Cylinders mit dem Badius OA = r^ 

g. 95) constant, und ausserhalb eines Cylinders mit dem 

iius r, gleich Null, so ist die Stromstärke für die Längen- 

heit des Cylinders 

r, r, 

JJ.dr= — 1 I4n .fdyldr .dr = yj4nj 

s mit § 79 (b) übereinstimmt. 

b) Ist die Stromstärke gegeben, so kann man durch Inte- 
ntion der Gleichungen (a) die magnetische Kraft finden.^ 
and V seien Null und w sei eine Function des Abstandes r 

I der z-Axe. Wir haben dann nach (a) 

= dyldy - ö/9/öz, = dal dz - öy/öx, 
4>jiw = dß I dx — dal ^V* 



Die 
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Die Gleichungen sind erfüllt bei der Annahme, dass y = 
ist und femer cc und ß Functionen von x und y allein sind. 
Die magnetische Kraft sei zerlegt in zwei Compon.enten, von 
denen die eine E in der Bichtung der Verlängerung you r 
wirkt, die andere S senkrecht zu r steht. Es ist dann 

a = JR.x/r — S.y/r, ß = Ä.y/r + S.x/r 

und also 

4nw = dSjdr + S/r = l/r.d{Sr)ldr. 

Ist der Stromleiter ein von zwei coaxialen Cylindem be- 
grenztes Rohr mit den Radien It^ und JR^ , und ist to constant 
im Leiter, so haben wir, wenn Cj, C^, CJ, constante Grössen 
sind, 

Die erste dieser Gleichungen gilt für den Hohlraum, die zweite 
für den Leiter und die dritte ausserhalb des Leiters. S^ muss 
nach der Natur der Aufgabe in der Axe einen endlichen 
Werth haben; es ist also C^ = 0. Da die magnetische Kraft 
sich continuirlich ändert, so ist 5^ = für r = Äj und wir 
haben also 

Cg = _ 2;ru?jBi^ S^ = 2'jtwr - 2nwR^^jr. 

Für r ^ B^ haben wir S^ = S^ und also 

C3/Ä2 = 2ntoIt^ - 2nwR^^IR^, 

Da nw{R^^'-R^^ gleich der ganzen Stromstärke t im Leiter 
ist, so haben wir 

S, = 2ilr. 
Ein unendlich langer geradliniger Strom übt also eine magne- 
tische Kraft aus, welche dem Abstände des betrachteten Punktes 
von der Stromlinie umgekehrt proportional ist. 

§ 81. Die Stromsysteme im Allgemeinen. 

Zwischen den Stromcomponenten und den Componenten 
der magnetischen Kraft bestehen nach § 80 (a) die Gleichungen 

j ^nu^dyfdy—dßldzj Anv^^^dujdz — dyjdxy 

^*^ 1 47tw = dßldx^daldy. 
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Ans diesen Gleichmigen folgt, dass 

(b) dujdx + dvjdy + dwjdz = 

ist. Diese Gleichung stimmt mit der Continuitätsgleichung in 
der Mechanik überein und sagt aus, dass die ganze in einem 
geschlossenen Räume enthaltene EUctridtätsmenge eine unoer- 
änderüche Grosse ist Aus (b) ergiebt sich, dass der Stram^ 
dessen Companenten u, v, w sindy sich wie eine incompressible 
Hüssigkeit bewegt Eine Aufhäufung der Electricität kann also 
nicht stattfinden, dieselbe kann sich nur bewegen. Dieses 
streitet scheinbar gegen die Erfahrung; um bei unserer Be- 
trachtungsweise stehen zu bleiben, müssen wir mit Faraday 
annehmen, dass eine electrische Polarisation oder eine electrische 
Verschiebung stattfindet, deren Componenten mit fj g, h be- 
zeichnet werden sollen. Erfährt die eine der Componenten, 
z. B, /", in der Zeit dt den Zuwachs df, so ist dfjdt — f die 
Electricitätsmenge, welche in der Zeiteinheit durch die zur 
x-Axe senkrechte Flächeneinheit in Folge der Aenderung der 
Polarisation hindurchgeht. Sind p, y, r die Componenten des 
electrischen Stromes, welcher von der Strömung der Electricität 
durch den Körper herrührt, so haben wir 

(c) tt = j9 + dfjdtj V =^ q + dgfdt, w? = r + dhjdt 

M, Vj w sind die Componenten des wirklichen electrischen 
Stromes, welcher sich aus dem vom Körper fortgeleiteten 
Strome und aus dem von der Aenderung der Polarisation oder 
der electrischen Verschiebung herrührenden Strome zusammen- 
setzt. 

Sind die Stromcomponenten endlich, so ändern sich die 
magnetischen Kraftcomponenten stetig, wofern keine Magnete 
in dem betrachteten Räume vorhanden sind. Die zur Ober- 
fläche der Magnete senkrechte Kraftcomponente ist im Allge- 
meinen discontinuirlich. Wir nehmen an, dass unendlich starke 
Ströme in Wirklichkeit nicht vorkommen, doch betrachten wir 
bisweilen die Strömung in einer Fläche; wir müssen dann an- 
nehmen, dass die Stromcomponenten in der Fläche unendUch 
sind. Beim üebergang von der einen Seite der Fläche zur 
anderen ändern sich in diesem Falle die mit der Fläche 
parallelen Bj-aftcomponenten unstetig. Sind a^ und a, diese 
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Kraftcomponenten und ist / die Electricitätsmenge; welche 
durch eine zu den Componenten senkrechte Längeneinheit 
strömt, so haben wir nach § 78 (d) 

(d) 4inJ—a^ — a^ 

Dasselbe ergiebt sich auch aus (a). Wir betrachten zuerst 
zwei Flächen, deren Gleichungen r = c^ und z = c^ sind und 
erhalten aus den beiden ersten Gleichungen (a) 

4n.Ju.dz = fdridy.dz ^ß^ + ß^, 

4n,jv.dz = «2 — c^j — Jdy I dx.dz. 

ßy^ und ß^ sind die Componenten der magnetischen Kraft nach 
der Richtung der y-Axe zu beiden Seiten der ebenen Fläche; 
cc^ und a^ haben ähnliche Bedeutung. Wird c^^c^=c unend- 
lich klein, femer u und v unendlich gross, so sind 

c, e, 

fudz und fvdz 

die Electricitätsmengen, welche in einer Fläche strömen. 
Gleichzeitig verschwinden dabei die Integrale auf der rechten 
Seite, und für die Differenz zwischen den magnetischen Kraft- 
componenten auf den entgegengesetzten Seiten der Fläche er- 
halten wir denselben Werth wie in (d). 

§ 82. Die Wirkung eleotrisoher Ströme auf einander. 

Die Arbeit, welche erforderlich ist, um zwei von den 
Strömen i und t' durchflossene Leiter Ä und B (Fig. 96) ein- 
ander zu nähern, kann in folgender Weise bestimmt werden. 
Der Strom Ä habe eine unveränderliche Lage; während B dem- 
selben aus unendlicher Feme genähert wird. B wird durch 
eine magnetische Lamelle mit der. Oberflächendichte g und der 
Dicke e ersetzt. CBE sei eine gerade Linie, welche die 
Lamelle senkrecht durchschneidet und zwar an der negativen 
Seite in (7, an der positiven in B, E2in Flächenelement dS 
in C enthält die magnetische Masse — adS\ Fsei das Potential, 
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welches A in C hervorbringt, so ist die dem Elemente dS' 
in C entsprechende Arbeit — Fa.dS'. Setzen wir CD = dv, 
so ist die Arbeit, welche dem 
um D liegenden Elemente dS' 
entspricht, gleich 

{F+dFldv.dv).(r.dS\ 
Die von dem betrachteten Theile 
der Lamelle herrührende Arbeit 
ist demnach dVjdv.dv,a,dS\ 
Es ist aber dv.G = i% also ist die ^^»" ^^• 

Arbeit für die ganze Lamelle 

(a) JF^i'.ffdrjdv.dS'. 

Die in der Eichtung CE wirkende Kraft ist — öT/öv. 
CE bilde mit den Axen Winkel, deren Cosinus /', m', v! seien, 
80 haben wir 

(b) »^ = - i\ff{l'a + m'ß + 71» d8\ 

Die Grössen a^ ß, y sind in § 78 (c) bestimmt und können 
in der Form 

u = if{dr''^jdy.d^jd8^dr'^jdz.dnld8)ds, 
ß = ifidr-^jdz.d^jds - dr'-^ldx.d^lds)ds, 
y = {/{dr-^/dx .dfj/ds •- dr'-^ldy.d^ld8)d8 
dargestellt werden. 

Nach dem Theorem § 6 (f) ist 

f{X. dxjds + Y. dyjds' + Z. dzlds')di 
= ffU\dZ/dy - dYldz) + m{dXldz - dZ/dx) 

+ n\dridx^dXldy)']dS\ 
Wir setzen nun 

X^fii'lr.d^jd8.d8, Y ^ fix jr .di] j ds .d8j 
Z^fii'lr.dCld8.d8 
und erhalten 

iiff[d^lds.dxld8'+dnld8.dylds' + d^jds.dzjds')dsd8lr 
=-fffii'[r{dr-^/dy.d^ld8 ~ dr'-ydz.df3ld8) 
+ m{dr'^ldz.d^/d8 - dr'^ldx.d^jds) 
+ n[dr-^jdx.df}jd8 - dr-^jdy.d^lds^ldsdS' 
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oder 
nff{dild8.dxld3'+df]ld8.dylds+dClds.dzlds')d8dslr 
= ffi' (/'a + m'ß + n'r) dS' = - r. 
Also wird nach (b) 

f fr^-^uff{dilds.dx/ds'+df3lds.dylds 
^ ^ l + dCI ds.dzj ds) ds ds'jr, 

wo ds ein Element des einen Leiters, ds ein Element des 
anderen Leiters ist. 

Wir bezeichnen den Winkel zwischen zwei Elementen (/« 
und ds mit « und erhalten F. E. Neumann's Ausdruck f&r 
die potentielle Energie zweier electrischer Strome 

(d) r = - ii\ff cos e/r.ds ds. 

Wird die magnetische Kraft, welche senkrecht zu einer 
willkürlichen durch den Stromkreis B gelegten Fläche ist« 
mit ^' bezeichnet; so haben wir nach (a) 

(e) r = - 1'./$'. dS' = - fNy 

wenn mit N in der Ausdrucksweise Faraday's die Anzahl 
der Kraftlinien bezeichnet wird, welche vom Stromleiter am- 
schlossen werden. Die potentielle Energie eines Stromes ist also 
gleich dem negativen Producte aus der Stromstärke und der An- 
zahl der Kraftlinien^ welche vom Stromleiter umschlossen werden. 
Hieraus folgt, dass ein Strom sich immer so zu bewegen sucht, 
dass die Zahl der von ihm umschlossenen Kraftlinien möglichst 
gross wird. Die Kraftlinien verlaufen in der Richtung, in 
welcher sich ein Nordpol unter der Einwirkung des Stromes 
bewegt (vergl. § 74). Der vorhin ausgesprochene Satz ist nur 
bewiesen unter der Voraussetzung, dass die magnetische Erait£i 
von einem anderen Strome ausgeht. Weil aber Ströme und 
Magnete äquivalent sind, so ist der Satz allgemein gültig. Da 
die durch den Stromkreis JB gelegte Fläche willkürlich gewählt 
werden kann, so ist die Energie /T allein von der Randcurre 
abhängig. 

Die Kraft, welche auf ein Element AjB=^ds des Stromes 
ABC (Fig. 97) wirkt, kann folgendermaassen bestimmt werden. 
Der Leiter ABC bewege sich so, dass AB nach A'B' gelangt, 
wobei AA' und BB' senkrecht zu AB sein mögen. Ist AA'=dp, 
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SO hat die vom Leiter umschlossene Fläche den Zuwachs ds.dp 
erhalten. Ist die magnetische Kraft in Ä gleich $ und bildet 
ihre Richtung mit der Normalen der 
Fl&che äBB'ä' den Winkel a, so ist 
die zur Fläche normale Componente K 
der Kraft gleich ir= $ cos a. Der Zu- 
wachs an potentieller Energie für den 
Stromleiter ist also nach (e) 

dW ^ — xK.ds.dpy 

wenn i die Stromstärke ist. Um die 

betrachtete Bewegung hervorzubringen, Fig. 97. 

muss also auf ds in der Richtung ÄA' 

eine Ejraft X wirken, welche bestimmt ist durch 

X.dp =^ -^iK.ds ,dpj X =^ ^iK.ds, 

In der betrachteten Richtung wirkt also auf das Stromelement 
die Kraft ^iK.ds und wird das Stromelement sich selbst 
überlassen, so ist seine Bewegungsrichtung sowohl senkrecht 
zur Richtung der magnetischen Kraft als auch senkrecht zu 
seiner eigen^i Ridbtung. Die Bewegungsriehtung wird durch 
Anlegen der rechten Hand an den Strom bestimmt (vergl. § 78). 
Hieraus folgt femer, dass die Kraft, welche auf ein Ele- 
ment dg des Stromes i wirkt, senkrecht ist zu der durch den 
Strom imd die Richtung der magnetischen Kraft ^ bestimmten 
Ebene. Wird der Winkel zwischen der Kraftrichtung und 
Stromrichtung mit (p bezeichnet, so ist die Kraft gleich 

^i.ds.mifp. 

§ 83. Das Messen der Stromstarke oder der Eleotrioitätsmenge. 

a) Constante Ströme. 

Zum Messen constanter Ströme wird in der Regel ein 
Apparat benutzt, welcher aus parallelen kreisförmigen Leitern 
besteht, durch welche der Strom fliesst, dessen Stärke be- 
stimmt werden soll. Ein Magnet, dessen Dimensionen klein 
im Verhältniss zum Radius der Windungen sind, ist in der 
Mitte des Apparates aufgehängt, welcher so aufgestellt wird, 
dass die Windungen dem magnetischen Meridian parallel sind. 
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Der Strom ruft eine magnetische Kraft von der Stärke Gi 
hervor, welche zur Richtung der erdmagnetischen Kraft senk- 
recht ist, deren Horizontalcomponente mit H bezeichnet wird. 
G ist von der Constraction des Galvanometers abhängig. Ist 
G constant in dem Baume, in dem sich der Magnet bewegt, so 
ist der Winkel tp, um welchen der Magnet aus seiner Ursprung- 
liehen Ruhelage durch den electrischen Strom gedreht wird, 
bestimmt durch 

(a) igip=GilH, i^HjG.tsq>, 

d. h. die Stromstärke ist in dem betrtzchteten Falle der Tangente 
des Ablenkungswinkels proportional, 

b) Variable Ströme, 

Die Stärke sehr kurz dauernder Ströme in jedem Augen- 
blicke zu bestimmen ist sehr schwierig, dagegen ist es leicht^ 
die gesammte Electricitätsmenge Q zu finden, welche durch 
den Leiter strömt. Das Moment, welches den Magneten um 
die senkrechte Axe zu drehen sucht, ist nach § 71 (d) 
— 3K <]f sin 0, wenn 3K das magnetische Moment des Magneten, 
a die magnetische Kraft und Q der Winkel zwischen den 
Richtungen von 3St und a ist. Setzen wir a^Giy wo G die 
Gonstante des Galvanometers ist, und femer Q — ^n, so ist 
die vom Strome auf den Magneten ausgeübte Directionskraft 
gleich 3StGi. Das gesammte Moment, welches der Strom 
hervorbringt, ist also 

ffUlGi.dt^^mG.Q, 

wenn Q^ fi. dt gesetzt wird. Q ist die ganze durch den Leiter 
in Folge des Stromstosses sich bewegende Electricitätsmenge. 
Ist / das Trägheitsmoment des Magneten und co die 
Winkelgeschwindigkeit desselben, so ist Ja) das Moment der 
Bewegungsmenge. Wir erhalten also die Gleichung 

(b) WltGQ = J(o. 

Wird die Schwingungsdauer des Magneten mit r bezeichnet, 
so ist nach § 71 (f) 

(c), (d) r = ;r . yißlH und also Q = Ez^mlGnK 



ElectromagnetismuB. 257 

Die kinetische Energie -^/co^ welche der Magnet durch 
den Stromstoss erhalten hat, dreht denselben um den Winkel 0, 
wobei die potentielle Energie des Magneten nach § 72 (c) von 
— aWJ? bis — SR-fiTcos© wachst; die dabei verbrauchte Arbeit 
ist WtH{l — cos ©). Wir haben also 

|/a>2 = 22ttÄsin»(0/2), 

oder, wenn sehr klein ist, 

(e) e^Tcaln und q^HTJnG.Qy 

d. h. toerm keine Dämpfung stattfindet^ so ist für kleine Äblenkungs* 
idnkel die durch den Querschnitt der Zeitung geflossene JSlectri' 
citätsmenge dem Ablenkungstoinkel proportional. 

c) Dämpfung, 

Die Ausschläge des Magneten nehmen im Allgemeinen 
ziemlich schnell ab, wenn Dämpfung stattfindet, welche nament- 
lich von dem Luftwiderstande und der Wirkung der Ströme 
herrührt, welche durch die Bewegung des Magneten in den 
benachbarten Conductoren inducirt werden. Findet keine 
Dämpfimg statt, so hat man f&r sehr kleine Schwingungen 
nach § 71 (e) und (f) 

d^eidfi^^n^JT^.&, 

wo r also die Schwingungsdauer ist, wenn keine Dämpfung 
stattfindet. Die Dämpfung möge der Winkelgeschwindigkeit 
dOJdt des Magneten proportional sein. Bei Berücksichtigung 
der Dämpfung haben wir dann zur Bestimmung der Grösse 
des Ausschlages die Differentialgleichung 

(f) + 2m0 + n^lT^.0=^O. 

Der Factor m hängt ab von der Grösse und Beschaffenheit 
des schwingenden Magneten, von der Dichte der Luft und von 
der Grösse, Beschaffenheit und Lage der Metallmassen, in 
welchen Ströme inducirt werden. Wir setzen n jr ^n und 
=s ««*, so muss 

a* + 2ma + n* = und a = — m ± yn^-w«/^ 

sein, indem vorausgesetzt wird, dass n>m ist. Wenn 

(g) «* — m* = !;r*/Tj* 

ChrittianseB-Mttller, Physik. 17 
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gesetzt wird, so erhalten wir 

©= (A»in{ntJT^) + Bcos{ntlT^)) ,e"^^. 
Zur Zeit ^ = sei = 0, so wird 

= ^.e-™'.sin(;rf/Tj). 
Zur Zeit ^ = ist dQjdt^ co und also wird 
== Tia>/^.tf-*'.sin(;r//Tj. 

Um die Grösse des Ausschlages zu finden, wird dOldt^O 

gesetzt, wodurch sich ergiebt 

(h) \%[7itlr^) = nlmT^. 

[st Tq die kleinste Wurzel dieser Gleichung, so sind die folgen- 
den Wurzeln r^ H-Tj, r^ H-2tj, . . .. Die Schwingungen sind 
also isochron. Werden die Ausschläge mit 0^ , 0, , 0, . . . 
bezeichnet, so haben wir 

0j = Tjö>/;r.tf""'o.sin(;rr^/Tj), 

0j = — Tj(ü/;r.tf-*('o + '»).8in(;rT^/Ti), 

03 = Tj<ö/^.^-*('« + 2r,).gin(;iro/Ti) 



Wird die Ruhestellung mit A^ bezeichnet, der erste Umkehr- 
punkt mit >4j, der zweite mit A^ u. s. w., so ist das Verhält- 
niss zwischen den Schwingungen A^A^ und A^A^ gleich 

(e, - «,) : (0, - e,) und (0, - «,) / (e, - e,) = «-.. 

Wir setzen mr^ = A und haben 

(i) Ä = log nat [(0, - 0,) / (0, - 0,)]. 

P. ist das logarithmische Decrementy welches aus einer Eeihe 
von Schwingungen sehr genau bestimmt werden kann. Nach 
(g) ist die Schtcingungsdauer Tj 

Die Schwingungsdauer wird also durch die Dämpfung ver- 
grössert. Setzen wir in (h) f = r^, so wird 

*«(^^o/^i) = ^/»wrj und ;rro/Ti = arctg(;r/i), 

twtq = i / TT . arctg {n / A), 

sin(;rT,/r,)=l/ViTÄV^ 
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Demnach erhalten wir weiter 

und 



(1) ö> = ;i©i/ri.yi+A2/;i^^A/;r.arctg(;r,a). 

Aus (d) und (k) erhalten wir 
und bei Berücksichtigung der Gleichung (1) 

(m) Q:=9^.HTjGlt. cA/.-r.arctg(.-r/A) . 1 / ^iZ^iJ^. 

Um die Electricitätsmenge zu bestimmen, welche ein elec- 
trischer Strom, dessen Dauer klein im Vergleich zur Schwin- 
gangsdauer des Magneten ist, durch einen Leiter schickt, muss 
man zunächst das logarithmische Decrement und die Schwin- 
gungsdauer des Magneten ermitteln. Durch diese Grössen in 
Verbindung mit dem Werthe für die Stärke des Erdmagnetismus 
und der Constanten des Galvanometers ist die gesuchte Grösse Q 
bestimmt. 

Wird arctg iT/i = -J^;r — ar gesetzt, so ist tgar = A/^. Ist A 
sehr klein, so haben wir x = X/tic und arctg {n/X) = \n^X/n. 
Ist die Dämpfung gering, so kann lüan die höheren Potenzen 
in der Reihenentwicklung fortlassen und hat dann 

^A/.-r. arctg (;!/;.)=: 1 + A/2 

und 

§ 84. Die Gesetze von Ohm und Joule. 

Wir haben bisher den electrischen Strom als gegeben 
betrachtet und nicht weiter die Frage der Entstehung und 
Erhaltung desselben erörtert. Hier fehlt es in Wirklichkeit 
auch in mancher Beziehung an Klarheit, und wir wollen fest- 
stellen, was sich mit Sicherheit aus den Beobachtungen 
ergiebt. Durch die sogenannten galvanischen Elemente kann 
ein fast constanter Strom hergestellt und unterhalten werden. 
Soll in einem Leiter ein constanter Strom fliessen, so muss zur 
Erhaltung desselben eine electromotorische Kraft in der Strom- 
richtung wirken. Ist u die Electricitätsmenge, welche in der 

17* 
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Zdteinheit durch eine Flächeneinheit der yz-Ebene in der 
Richtung der x-Axe strömt, so können wir setzen 

wenn C das Leitwngivermögen und X die Componente der electro- 
motorischen Kraft in der Richtung der x-Axe ist. C hängt 
Ton der Beschaffenheit des Leiters ab und möge nach allen 
Richtungen im Leiter denselben Werth haben. Sind die Strom- 
und Eraftcomponenten in den beiden anderen RichtimgeD 
bezw. Vy w und Y, Z, so ist 

(a) M = CX, ü = Cr, to^CZ. 
Demnach ist 

du/dx :^' dvjdy + ötr/öz = C{dXldx + dYldy + dZjdz). 

Ist der stationäre Bewegwngszustand des electrischen Stromes 
eingetreten, so ist die linke Seite dieser Gleichung Null, das- 
selbe gilt fbr die rechte Seite. Haben die electromotorischen 
Kräfte ein Potential V^ so ist also 

(b) V'^'^O. 

Diese Grleichung sagt aus, dass keine freie Electricität inner- 
halb des Zeiters vorhanden ist, sobald der Strom stationär ge- 
worden ist. Die electromotorischen Kräfte müssen also von 
der freien Electricität auf der Oberfläche der Leiter herrühren. 
ABC (Fig. 98) sei ein electrischer Leiter. Wir betrachten 
ein Stück desselben, welches von den unendlich kleinen Schnitt- 
flächen AA'=S und ü'=5 be- 
grenzt ist, deren Abstand / ebenfalls 
^5= "p" — — -^^^ unendlich klein ist. A3 sei der x-Axe 
p. gg parallel, die Stromcomponente u ist 

gleich CXund durch den Querschnitt 5 
strömt also die Electricitätsmenge 

i^uS=CX.S. 
Sind Tund V bezw. die Potentiale in A und B, so haben wir 

e = c.5.(r-r)// 

und femer 

(c) i^{F^ni{llCS)^{F^F^IIt. 




I 



Zehnter Abschnitt Induction. 261 

S ist der Zeitunffswidergtand, welcher direct proportional der 
Länge des Leiters ist und indirect proportional dem Querschnitte 
desselben und der Leitungspihigkeit des Körpers^ aus welchem 
der Leiter hergestellt ist. V ^ V ist der Potentialunterschied 
zwischen Ä und 3. Die Oleichnng (c) stellt das Ohm'sche 
Gesetz dar, nach welchem die Stromstärke der Potentialdifferenz 
direct, dem Widerstände indirect proportional ist 

In der Zeit dt fliesst die Electricitätsmenge i.dt dnrch 
den Querschnitt ÄÄ' und bewegt sich unter dem Einflüsse der 
electromotorischen Kraft X Ton Ä nach B. Die geleistete 
Arbeit ist dann 

i.dt.X.l=^i.dt.{r-F). 

In der Zeiteinheit wird in dem betrachteten Theile des Leiters 
von den electromotorischen Kräften die Arbeit 

(d) Ä^i[r^r)^i^R 

geleistet. Diese Arbeit wird im Leiter in Wärme yerwandelt. 
Die in einem Leiter entwickelte Wärmemenge ist also dem Quadrate 
der Stromstärke und dem Widerstände des Leiters proportional. 
Dieser Satz ist von Joule durch den Versuch erwiesen und 
von Clausius auf theoretischem Wege abgeleitet. 
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Induction. 

§ 85. Die Indnotion. 

Faraday hat zuerst gezeigt, dass in einem Leiter ein 
Strom entsteht, wenn in der Nähe desselben ein von einem 
Strome durchfiossener Leiter oder ein Magnet bewegt wird. 
F. E. Neumann hat die Gesetze fib: diese inducirten Ströme 
gefunden. Faraday hat später selbst ein Verfahren zur Be- 
stimmung der Richtung und Stärke des inducirten Stromes 
angegeben, welches wegen seiner Anschaulichkeit grossen Vor- 
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zug besitzt. ABC sei ein geschlossener Leiter (Fig. 99) und 
DEj D'E' u, s. w. seien die vom Leiter umschlossenen Kraft- 
linien. Bezeichnen wir mit dS ein Element einer Fläche, 
welche den Leiter zur Randcurve hat, mit a, ß, y die Com- 
ponenten der magnetischen Kraft (vergl. § 71) und sind l, m, n 
die Cosinus der Winkel, welche die Nor- 
male auf dS mit den Axen bildet, so 
entsteht im Leiter eine electromotorische 
Kraft, wenn das Integral N 
(a) iV'= f[al + ßm + yn)dS 

seinen Werth ändert. Befinden sich 
innerhalb des Kreisstromes magnetisir- 
bare Körper, welche eine grössere Per- 
meabilität der Kraftlinien als die Luft 
haben, so treten an Stelle der Compo- 
nenten der magnetischen Kraft die Componenten der magne- 
tischen Induction. Im Leiter entsteht dann eine electromoto- 
rische Kraft, wenn das Integral (vergl. § 74) 
N^ f{al+ bm + cn)dS 

seinen Werth ändert. Der inducirte Strom tritt avf, wenn die 
Zahl der durch den geschlossenen Leiter tretenden Kraftlinien ge- 
ändert wird. Der inducirte Strom sucht die Zahl der um- 
schlossenen Kraftlinien zu vermindern, denn der inducirte 
Strom hat stets eine solche Richtung, dass seine eigenen Kraft- 
linien entgegengesetzt gerichtet sind den vorher existirenden 
Kraftlinien. Werden die in der Figur 99 durch den Pfeil 
angedeuteten Richtungen als die positiven betrachtet, so wirkt 
die inducirte electromotorische Kraft in negativer Richtung. 

Nach dem Len zischen Gesetze sucht der durch die Be- 
wegung des Stromkreises inducirte Strom durch seine electro- 
dynamische Wirkung die Bewegung zu verhindern , durch welche 
er erzeugt worden ist 

Um die Grösse der inducirten electromotorischen Kraft 
zu bestimmen, denken wir uns, dass die Stromstärke in einem 
gegebenen Augenblicke gleich i ist. Bewegen wir den Leiter 
im magnetischen Felde, so müssen wir nach § 82 die Arbeit 
^i.dN verrichten, indem zugleich die Energiemenge Ri^.dt 



Inductiou. 263 

in Wärme verwandelt wird, wenn R der Widerstand des 
Stromes ist. Somit haben wir 

und also, weil Ei die electromotorische Kraft e ist, 

(b) e=^-dNjdt, 

d. h. die inducirte electromotorische Kraft ist gleich der in der 
Zeiteinheit erfolgten Abnahme der Anzahl der Kraftlinien, welche 
vom ^omkreise umschlossen werden. 

Die inducirte electromotorische Kraft hängt von der Grösse 
der magnetischen Induction ab, welche die Gomponenteu a, &, c 
hat, nicht von der magnetischen Kraft, deren Gomponenten 
fi?, ßy y sind. Wenn keine Magnete in der Nähe sich befinden 
und der Baum den Magnetisirungscoefficienten A = (vergl. 
§ 76) hat, so fallen Induction und magnetische Kraft zusammen 
und a, bj c können durch aj ß, y ersetzt werden. 

Ist z. B. im Kreis j ABC zur Zeit t ein Strom von der 
Starke i vorhanden, so ist die Anzahl N der in positiver 
Richtung durch den Kreis tretenden Kraftlinien N=Zi. L ist 
die Anzahl der Kraftlinien, wenn die Stromstärke Eins ist. 
L wird als Coefficient der Selistinduction bezeichnet. Nimmt 
der Strom ab, so entsteht eine electromotorische Kraft 

(c) e= ^d{Li)jdt. 

Wird mit R der Widerstand bezeichnet, so haben wir nach 
dem Ohm 'sehen Gesetze e = Ri, und also 

(d) Äi= •-d{Zi)ldt^ ^Z.dijdt, 

wofern der Coefficient der Selbstinduction Z eine constante 
Grösse ist. Der Coefficient Z der Selbstinduction hängt übrigens 
von der Permeabilität des Baumes ab, ferner von der Gestalt 
des Leiters. 

Ist i^ die Stromstärke zur Zeit ^ = 0, so wird 

(e) i^i^,e-^l^'*. 

Die Stromstärke nimmt also um so schneller ab, je grösser der 
Widerstand und je kleiner der Coefficient Z der Selbstinduction ist. 
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Aus (c) erhalten wir 

00 00 



Nach § 84 (d) giebt die linke Seite dieser Gleichung einen 
Ausdruck f&r die Arbeit, welche als Wärme im Leiter auftritt. 
Demnach erhalten wir ftLr die kinetische Enei^e Tj welche 
ein Stromleiter mit der Stromstärke i und der Selbstinduction L 
besitzt, 

(f) T^\Li\ 

Die hinetische Energie des Stromkreises ist also gleich dem halben 

Producte aus dem Selbstinductionscoef/icienten L in das Quadrat 

der Stromstärke i. 

Sind ÄBCxm^ Ä'B'C (Fig. 100) zwei Stromleiter bezw. 

mit den Stromstärken i^ und ^, so erzeugt der erstere Strom 

durch seinen eigenen Leiter Kraft- 
linien, deren Zahl L^i^ ist Dem- 
nächst ruft der Strom ^ die Anzahl 
i^j^ von Kraftlinien hervor, welche 
ebenfalls ABC durchsetzen. Die 
gesammte Zahl der von ABC um- 
schlossenen Kraftlinien ist also 

(g) ^i = Ah+^iV 

Die Anzahl N^ der von A'B'C um- 
schlossenen Kraftlinien ist 

(t) N^^L^i^+M,,i,. 

Nach § 82 und nach den am Beginn dieses Paragraphen 

angestellten Betrachtungen ist in der üblichen Bezeichnungs- 

weise 

/ (^«1 + »Wg^j + WjCj) dS^ — hf ^^ ^1^ • ^'i ^'i » 
fih^t + "*i*2 + ^^i)^^! = ^/cos6/r.</*j ds^. 

Das Litegral in Bezug auf dS^ ist ^^i,» ^^^ ^^ Litegral in 

Bezug auf dS^ ist i^M^^. Nach § 82 haben wir 

M^^ = ^j = f cos «/r . rf5j ds^, 

-3^2 sat Äf^^ ist der Coefficient der gegenseitigen Inducäon beider 
Stromkreise. 
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Sind X^ und X^ bezw. die Widerstände in den Leitern 
ABC und A'B'C\ so wird 

Äj ^ = ^j Ä — dN^\dt = — ij . rfzj \dt — Al^j . di^/dty 

R^i^ = e, = —dN^/dt^ -- Z^.di^/dt ^ M^^.di^ldt. 

Wir haben demnach f&r die electrokinetische Energie T eines 
Systems Ton zwei Leitern, die Ton den Strömen t\ und i^ 
durchflössen werden, 



Für die electrokinetische Energie T eines beliebigen Systems 
von Leitern finden wir in derselben Weise 

\ +2Jlf,,i,i3 + 2JI^3^^ + ...). 

Wenn mit JV^, JV^, -A^ . . . die Zahlen der bezw. von den 
Leitern 1, 2, 3 . . . umschlossenen Kraftlinien bezeichnet werden, 
sodass z. B. 

erhalten wir als Ausdruck ftlr die electrokinetische Energie T 

(k) r= \{N,i, + N,i, + N,i, + ...) = i^^i, 

d. h. die electrokinetische Energie eines Systems von Strömen ist 
gleich der Summe der Producte aus der Zahl der von jedem 
Leiter umschlossenen Kraftlinien in die im Zeiter vorhandene 
Stromstärke. 

Electrische Ströme entstehen nicht nur, wenn die Nach- 
barströme ihre Stärke, sondern auch wenn dieselben ihre 
Lage ändern, also wenn M^^, M^^ . . . variiren. Endlich kann 
auch der Leiter seine Gestalt ändern. Li allen Fällen wird 
der inducirte Strom durch die Äenderung in der Anzahl der 
vom Leiter umschlossenen Kraftlinien bestimmt. 

§ 86. Die Induotionsooeffioienten. 

Bei der Untersuchung veränderlicher electrischer Ströme, 
welche durch Drahtrollen fliessen, sind die Liductionen zwi- 
schen den einzelnen Windungen in einer Rolle und zwischen 
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den verschiedenen Rollen von grosser Bedeutung. Die Be- 
rechnung dieser Induction ist meist sehr schwierig; wir wollen 
einen einfachen Fall betrachten. Zwei kreisförmige Leiter 

mit dem Radius r^ und r^ seien ge- 
geben (Fig. 101). Die Leiter haben 
eine gemeinschaftliche Axe und den 
gegenseitigen Abstand b. Es sei 
^2 > ^r ^^ berechnen das Integral 

M^^ = fds^fds^jr, cos c. 
Zunächst wird das Litegral m 

m = f ds^jr , cos« 
bestimmt. Wir haben 
r» = Ä* + r,* - 2r^r^ . cos € + r^*. 

Ist p der kleinste, q der grösste Ab- 
stand zwischen den Punkten der 
beiden Kreisperipherien, so ¥rird 

und 

m = 2 /tj . cos 6 . rfc / )//?* + {q^ — /?^sin*-^e. 



Ist cc ein kleiner Winkel, welcher so gewählt ist, dass qa sehr 
gross gegen p ist, so können wir setzen 

m = 2fr^.deiyp^ + q\e^l4+2fr^.dB.{l-2sm^\i)lqsin^e. 




Fig. 101. 



a 71 n 

m^4rJq.[JdB/^ip^lq* + e^+fd6l2sm\t-fsm\BM]r 

a a 

m = 4rJq.l\og{2r,alp) - log(a/4) - 2], 
m^4rjq. [log (8r, /p) - 2] = 2 [log (8r, /p) - 2]. 
Also ist ferner 

Jlf„ = 4«r,(log(8r,/;>)-2). 
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Nach den Voraussetzungen ist es gestattet r^ = r^ z=z E zu 
setzen, sodass 



w 



.¥,3 = 4;rÄ(log{8Ä//>)-2) 



wird. Sind zwei Drahtrollen mit den Windungszahlen n^ und 
Wj vorhanden, und ist der Mittelwerth von log p für die zwei 
Windungssysteme gleich log P, so haben wir 

(b) J/j, = 4n^n^7rIt{\og{8RIF) - 2). 

Für den Selbstinductionscoefficienten L einer einzelnen 
Rolle ergiebt sich unter denselben Voraussetzungen, wenn 
mit n die Anzahl der Windungen bezeichnet wird 

(c) i; = 4;r7i2Ä(log(8i?/P)-2). 

Auf die Berechnung des Inductionscoefficienten können wir 
hier nicht weiter eingehen; in den meisten Fällen wird derselbe 
durch den Versuch nach den folgenden Methoden bestimmt. 

Methoden zur Bestimmung des Coefjßcieräen der Induction. 

a) Ist der Inductionscoefificient M zweier Drahtrollen Z, 
und Z, bekannt, so kann man den Inductionscoefficienten M' 
für zwei andere Drahtrollen Z^' und Z^' in folgender Weise 
bestimmen. 

üj und i, (Fig. 102) seien die gegebenen Rollen, Z/ und 
Z,' sollen untersucht werden. Vom galvanischen Element E 




Fig. 102. 

geht ein Strom durch die Rollen Zj und Z^\ Die Rollen Z^ 
und Zj' werden mit einander verbunden und von den Punkten 
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a und h führen Leitungen zum Gralyanometer O, Geht durch 
£j und L( der Strom J^ welcher plötzlich unterbrochen wird, 
so entstehen die electromotorischen Kräfte e und e in L^ 
und L^. J^ und J^ seien die Intensitäten der inducirten Ströme 
in L^ und L^^ so haben wir 

e « - d{L^J^ + MJ) I dt, e' = - rf(A'«^a' + ^'^) I ^^ 

wenn die Selbstinductionscoefficienten mit Z^ und Z^' bezeichnet 
werden. Bei Anwendung des Kirchhof f'schen Gesetzes auf 
die Stromkreise Z^G und Z^'G ergiebt sich, dass 

- d{Z,J, + MJ)ldt^lt,J, + G(/, -/,'), 

- d{Z^'j; + ÄrJ)ldt = Ä,V,' - ff (/, - ^,') 

ist, wenn mit G der Widerstand des Galvanometers, mit J?j 
und jRj' die Widerstände der Drahtrollen Z^ und Z,' bezeichnet 
werden. Wir multipliciren diese Gleichungen mit dt und inte- 
griren von < = bis f = t, wo t eine sehr kurze Zeit ist. 
Im Augenblicke ^ = wird der Strom /unterbrochen, dadurch 
wird im Stromkreise Z^GZ^ ein Strom inducirt, der in sehr 
kurzer Zeit r im Kreise Z^ die Electricit&tsmenge C^j in L^ 
die Electricitätsmenge C^ und im Galvanometer also die Elec- 
tricitätsmenge C^ — C^ in Bewegung setzt. Zur Zeit f=0 ist 
/= /und /j = /j'« Cj = C,'= 0, zur Zeit /= r ist der Strom 
/ s und der Inductionsstrom ist ebenfalls verschwunden, 
also «^ = e/^' s= 0. Demnach haben wir 

0^-C^' = J{MIR^^ M' IR^')I(\ + G I R^ + G j R^). 

^2 " ^«' ^s* ^ö durch das Galvanometer fliessende inducirt« 
Electricitätsmenge, der sogenannte Integrabtrom. 

Das Galvanometer giebt keinen Ausschlag, wenn die 
Widerstände der Gleichung 

M'jM^R^'IR^ 
genügen. 

b) Die Vergleichung zwischen. zwei Selbstinductionscoeffi- 
cienten kann auch folgendermaassen angestellt werden. AB CD 
(Fig. 103) sei eine Wheatstone'sche Drahtcombination, im 
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Leiter BD sei ein Galvanoiueter eingeschaltet* L^ und L^ sind 
zwei Drahtrollen, welche zu den Leitern AB und BC gehören 
nnd deren Selbstinductionscoefficienten verglichen werden sollen. 
Der bei Ä eintretende und bei C austretende Strom vertheilt 




sich in den Leitern und veranlasst einen Ausschlag der Oalvano- 
metemadel. Die Widerstände -B^, Äg, 8^ und 8^ bezw. in AB, 
BCj AB und BC seien so gewählt, dass kein Strom durch 
das Galvanometer fliesst; dann haben wir 

Durch Unterbrechung der Leitung bei E entsteht durch 
Induction eine electromotorische Kraft in L^ und L^, In Folge 
dessen fliesst durch das Galvanometer ein Strom von der 
Stärke g. i^, ^, y^ und y^ seien bezw. die Stromstärken in den 
Leitern AB, BC, AB und jÖC, wobei i^ == y^, i, = y, ist. 
Wir haben dann 

- d{L^i^)ldt^[R^ + S^)i^ - Gg. 

In dem Augenblicke ^ = 0, wo die Leitung bei E unter- 
brochen wird, war derselbe Strom ^ in ^i? und BCy dem- 
nach ist 

T T 

hh = (*i + S{)fhM+ Gjg.dt] 



X T 
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wenn mit r eine sehr kurze Zeit bezeichnet wird. Der Strom g 
bringt keinen Ausschlag im Galvanometer hervor, wenn 

T 

fff.dt=:0 ist. 



Da ii =^ i^ + ff ist,, so haben wir auch i^ = i^y wenn kein 
Strom durch das Galvanometer fliesst, und ferner 

LJZ,^{B,+8,)I{B,+S,). 

In Rücksicht auf das Verhältniss -Bj : 7?^ = 8^ : S^ ergiebt sich 

d. h. die Selbstinductionscoefficienten der Sollen verhalten sich wie 
die Widerstände der beiden Zweige y in welchen die Rollen ein- 
geschaltet sind. 

Wenn also weder für einen constanten noch fELr einen 
variablen Strom, der durch die EoUen L^ und i, geht, die 
Nadel des Galvanometers einen Ausschlag giebt, so haben wir 
durch die angestellte Betrachtung ein Mittel erhalten, das 
Verhältniss zwischen den Coefficienten L^ und i, festzustellen. 

§ 87. Die Wider8tand8m688ung. 

Die Starke des electrischen Stromes ist durch seine magne- 
tischen Wirkungen bestimmt; ebenso haben wir die electro- 
motorische Kraft durch die Aenderung der Anzahl der Kraft- 
linien definirt, welche der Leiter umschliesst. Mit Hülfe des 
Ohm 'sehen Gesetzes kann nun in jedem Leiter der Leitungs- 
widerstand bestimmt werden. Viele verschiedene Methoden 
sind zur Widerstandsmessung benutzt worden, wir beschränken 
uns darauf, die einfachsten Beobachtungsmethoden zu be- 
schreiben. 

W. Weber hat neben anderen Methoden auch eine Draht- 
rolle benutzt, die um eine verticale Axe gedreht wird. Die- 
selbe steht zunächst senkrecht zum magnetischen Meridian 
und wird dann um 180° gedreht. Der Draht steht mit einem 
Galvanometer in Verbindung; der gesammte Widerstand sei K- 
Bildet in einem bestimmten Augenblicke die Windungsebene 
der Drahtrolle einen Winkel (p mit dem magnetischen Meridian, 
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ÄO ist die Anzahl der Kraftlinien, welche durch die Windungen 
der Rolle gehen, gleich SHsinfp, wenn der gesammte Flächen- 
inhalt der Windungen mit 8 und die horizontale Intensität des 
Erdmagnetismus mit H bezeichnet wird. Ist femer Z der 
Selbstinductionscoefficient der Rolle und des Galvanometers, 
and ist i die Stromstärke, so haben wir 

(a) - d{8Hsm (p)ldt-' d{Li) j dt = Ri. 

Da (p bei der Bewegung abnimmt von + \n bis — \nj 
während i Null ist sowohl bei Beginn der Bewegung als auch 
gleich nach dem Aufhören derselben, so haben wir 

(b) 2SH=:SQ, 

wenn mit Q die gesammte Electricitätsmenge bezeichnet wird, 
welche durch den Leiter geflossen ist. Wird Q nach der in 
§ 83 beschriebenen Methode gemessen, so haben wir 



Die Kenntniss der Grösse der Intensität des Erdmagne- 
tismus ist also bei der Berechnung des Widerstandes nicht 
erforderlich. 

Sir Thomsoiis {Lord KelvirCs) Methode, 

Die oben erwähnte Drahtrolle dreht sich mit constanter 
Winkelgeschwindigkeit a>, so haben wir nach (a) 

— SH(o cos (p ^ Z . di I dt = Ri. 

Das Integral der Gleichung lautet 

1 = 2^. ß — Ä</L _ J. , cos [cp — Cf). 

Dauert die Bewegung längere Zeit, so verschwindet das ex- 
ponentielle Glied; wir nehmen also keine RtLcksicht auf das- 
selbe. Zur Bestimmung von A und a ergiebt sich 

(c) ^ = 5J?(ö/(i?cosa + i/fösina); tga==Za?/Ä 

und also 



Hieraus erkennt man, dass die Selbstinduction scheinbar den 
ffiderstand vermehrt 
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Ist ON (Fig. 104) der magnetische Meridian und die Linie 
OM senkrecht zu demselben, so wirkt die Drahtrolle auf eine 
in ihrem Centrum angebrachte Magnetnadel mit der Kraft Gi^ 
welche die Richtung der zur Ebene der Drahtwindungen senk- 
rechten Strecke OP hat. Diese Eraft 
hat die Componenten OM^a und 
ON^b^ und zwar ist a = (?i.co8y, 
Ä = Gl . sin y. Die Mittelwerthe dieser 
Kräfte seien mit o^ und b^ bezeichnet. 
Wir haben dann 

a^ s= \j2n,jGi.QjO%(p.dq>\ 




Fig. 104. 



Äj = ll2n.f Gi.siiKp.d^, 



Nun ist 

2n 



2a 



jcos{(p'-cc).cos^.d^ = n.cosa, f cos{(p^a).sin<p.d(p=n.sma 



und 

Oj = — ^ G ^ . cos a, b^ = " \GÄ.sma. 

Ein in der Mitte der Rolle angebrachter Magnet wird aus 
der Meridianebene nach derselben Seite gedreht, nach welcher 
sich die Rolle bewegt. Wird der Drehungswinkel mit be- 
zeichnet, so haben wir 

tg0= -.fl^/(ir+ij) = GAG0sal{2H'^ GÄsma) 
oder durch EinftLhrung des Werthes ftir A 

tg = G^iSo? cos^ a I (2Ä — GScd sin cc cos a). 
Diese Gleichung dient in Verbindung mit (c) zur Bestimmnng 
des Widerstandes Ä. Ist a sehr klein, so haben wir 

Ä= GSaf/2tge. 

Z. Lorenz^ Methode. 

Eine Metallscheibe A£C (Fig. 105) mit dem Radius a drehe 
sich mit constanter Winkelgeschwindigkeit m um ihre Axe; 
aussen um die Scheibe herum sei eine Drahtrolle £F geleg^ 



Induction. 



273 



welche yon einem electrischen Strome yon der Stärke t durch- 
flössen wird, der von der galvanischen Batterie H herrührt. 
Der Strom ruft eine magnetische Kraft hervor ^ deren zur 
Ebene der Scheibe senkrechte Componente gleich mi gesetzt 
werden kann, wo m eine Function des Abstandes vom Scheiben- 
centrum ist. Rotirt die Scheibe von B nach Ä und fliesst 
der Strom in J^i^ in derselben Bichtung, so ist die in der 
Scheibe inducirte electromotorische Kraft vom Mittelpunkte 




Fig. 105. 

nach der Peripherie gerichtet. In einem Punkte B wird eine 
Feder angebracht, die durch die Leitung BGDJSO mit einem 
Stifte verbunden ist, welcher die Scheibe im Mittelpunkte be- 
rührt. Dil ist der Leiter, dessen Widerstand B bestimmt 
werden soll. Leitet man den Batteriestrom auch durch den 
Leiter DU, so kann man durch Veränderung der Winkel- 
geschwindigkeit der Scheibe erreichen, dass kein Strom durch 
die Leitung fliesst, welche B mit der Scheibe verbindet In. 
diesem Falle zeigt die Nadel des Galvanometers keine Ab- 
lenkung. Wir haben dann, wenn mit e die in der Scheibe 
inducirte electromotorische Kraft bezeichnet wird, 

e = Bij 

wo mit I der durch den Widerstand B fliessende Strom be- 
zeichnet wird. Zur Bestimmung von e denken wir uns die 
Scheibe durch einen Ring BJC und einen geradlinigen Leiter 
OJ ersetzt. Der Kreislauf OÄGDEO wird in die beiden 
Theile OAB und BGDHOB zerlegt. Die Anzahl der durch 
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den letzteren gehenden Kraftlinien wird bei der Bewegung 
nicht geändert, dagegen erhält die Anzahl der dnrch den 
ersteren Theil gehenden Kraftlinien in der Zeiteinheit den 
Znwachs 

a a 

fmirm.dr sssiwfmr.dr, 



Dieser Zuwachs stellt die inducirte electromotorische Kraft 
dar. Wir haben also 

a a 

Ri SS icofmr.dr, R = (ojmr.dr. 



Ist n die Anzahl der Umdrehungen der Scheibe in der 
Secunde, so ist ai ^2nn und 

a 

R = nfm.2nr.dr. 



Das Integral giebt den Coefficienten M der Induction, welche 
die Rolle j^^ auf die Scheibe ABC ausübt, oder auch die 
Zahl der Kraftlinien, welche die Scheibe durchsetzen, wenn in 
der Bolle JSF der Strom Eins fliesst. Demnach ist 

R=^nM. 
Zur Bestimmung ist also die Feststellung der Zahl n der 
Umdrehungen erforderlich, bei denen kein Strom durch G 
fliesst. 

§ 88. Die Ornndgleichungen für die Induction. 

Wir haben bisher die im Leiter s inducirte electromoto- 
rische Kraft durch die Aenderung der Anzahl N der Kraft- 
linien bestimmt, welche von s umschlossen werden. iV ist die 
Anzahl der Kraftlinien, welche eine beliebige durch den Leiter^ 
gelegte Fläche durchsetzen; N muss also durch den Leiter 
allein bestimmt sein. Demnach können drei Grössen F, Gj B 
so bestimmt werden, dass das Randintegral 

f{F.dxlds + 6.dyld8 + E.dzlds)ds 
gleich dem Flächenintegral 

N^ Sf{al + Am -hcn)rfiS 
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ist Daoa ist erforderlich, dass nach § 6 (f) 

( a^dSI9y^dGldz, b ^ dFj dz ^ dH j dx, 

^*^ l c^dGIdx^dFfdy. 

Wir erhalten diese Bedingungsgleichungen auch durch die An- 
nahme, dass z. B. dS gleich dem 
Flächenelemente dy dz ist, welches 
durch OBDC (Fig. 106) darge- 
stellt ist. Das Bandintegral wird 
dann 



.\ 



Gdy + {H+dHldy.dy)dz 

-{G + dQjdz.dz)dy-Hdz ^ ^___ 

^{dHldy-dGjdz)dydz. " ^^g 9 

Da das Oberflächenintegral hier 

a,dydz ist, so gelangt man zu der ersten der Gleichungen (a). 
Werden die Gleichungen (a) aufgelöst gedacht in Bttck- 
sicht auf Pj G, J7, so haben wir 

(b) JV= /{F.dx/ds + G.dyjds + H.dzld8)ds. 

Ist der betrachtete Theil des Baumes in Buhe, so ist die 
indueirte electromotorische Kraft e bestimmt durch 

{e^^dNldt^'--f{dFjdt.dxlds + dGldt.dyld8 

^^^ \ +dHldt.dzlds)ds. 

Wird 

(d) F^^dFjdt, Q^--dGldt, R^--dHldt 
gesetzt, so kann man P, Q, R als die Componenten der electro- 
motorischen Kraft (S betrachten, und wenn die Integration 
längs des ganzen Leiters ausgefbhrt wird, erhält man als Aus- 
druck ftir die gesammte indueirte electromotorische Kraft 

(e) e^f{P.dx + q.dy + R. dz). 

Diese Componenten können auch direct durch Variationen in 
der Grösse der magnetischen Induction bestimmt werden, deren 
Componenten a, d, c sind. Man erhält nämlich aus (a) und (d) 

^dajdt^dRjdy-'dqjdz, 

(f) { ^dbldt^dPldz-^dRIöx, 

^dcldt^dqjdx-^dPIdy. 

is* 
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Wir denken uns, dass der electrische Strom, wie in § 81 
bemerkt ist, aus zwei Theilen besteht; nämlich aus dem 
eigentlichen Strome, welcher der electromotorischen Kraft 
proportional ist, deren Gomponenten mit />, 7, r bezeichnet siad, 
und aus den Aenderungen in der electrischen Polarisation, 
deren Gomponenten /*, g^ h sind. Wir erhalten demnach ftr 
die Gomponenten der gesammten electrischen Strömung 

u^p + dfj dt, V :ss q + dff j dt, w ^ r + dh j dt 

Ist C die Leitungsfähigkeit, so haben wir 

(g) P^CP, q^Cq, T^CR 

Und 

(h) f^hPjin, g^hQjAn, h^kRlAn, 

wenn A die Dielectricitätsconstante in electromagnetischem 
Maasse ist. Demnach wird 

(u = CP+kl4n.dPldty v =^ CQ + k/ in.dQjdt, 
^^^ \ w^CR + hl^n.dRjdt. 

Nach § 76 bestehen zwischen den Gomponenten der magne- 
tischen Induction SB und denen der magnetischen Ejraft $ die 
Gleichungen 

(k) a=:jwa, * = jw/9, c = jwy, 

wo II die Permeabilität der Substanz ist. 

Zwischen der magnetischen Kraft und den Stromcompo- 
nenten haben wir folgenden Zusammenhang gefunden (vergl. § 80) 

4 51« = dy jdy-'dß Idzy 4i;rr = öa/öz — öy/öx, 
4;rw = Ö/9/ÖX — dajdy. 



0, 1 



§ 89. Die electroldnetische Energie. 

Die electrokinetische Energie eines beliebigen Systems 
von Leitern ist nach § 85 (k) ausgedrückt durch 

In Rücksicht auf § 88 (b) erhalten wir 

T=\2f{Fi,dxld8 + Gi:dyld8 + Hi.dzld8)ds. 
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Sind u, Vj w die Stromcomponenten, so ergiebt sich f&r einen 
Strom ij dessen Querschnitt Ä ist, 



%= Ä. y«« + t;2 _^ 1^2 

und zugleich i.dxjds^uÄ u. s. w. Setzen wir 

dxdydz = Ä.ds^ 
so ergiebt sich 

W ^= ifffi^^ + Gv + Hw)dxdydz. 

Werden hier m, t-, w nach § 88 (1) durch die Compouenten der 
magnetischen Kraft ausgedrückt, so haben wir 

T^ll87t.ffflF{drldy^dßldz)+G{daldz^dr/dx)' 
+ H{dßldx'-daldy)]. dxdydz. 

Werden die einzehien Glieder partiell über den ganzen 
unendlichen Raum integrirt^ so ergiebt sich, da cc, ß, y an den 
Grenzen von der dritten Ordnung unendlich klein sind, dass 

fffH.dujdy. dxdydz^ -- f ff a.dH\dy .dxdydz 
und 

SSfG.da\dz. dxdydz^ ^ ff f a.dG\dz. dxdydz 

wird. Für die übrigen Integrale gelten analoge Ausdrücke. 
Mit Rücksicht auf § 88 (a) erhalten wir also 

(c) y= l/Sn. fff{aa + ßb + yc)dxdydz. 

Wenn keine Magnete im Räume, oder wenn keine Körper, 
welche eine merkliche Magnetisirung erhalten können, vor- 
handen sind, so wird a = a, ä = j9, c = ;', und 

(d) y= llSn.fff{a^ + ß^ + r')dxdydz. 

§ 90. Absolute Einheiten. 

In der Physik nehmen wir allgemein als Einheiten der 
Länffe, Masse und Zeit bezw. Centimeter, Gramm und Secunde. 
Diese Einheiten werden auch in der Electricitätslehre benutzt 
und vrir wollen jetzt die wichtigsten electrischen und magne- 
tischen Grössen durch diese Einheiten ausdrücken, welche 
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bezw. durch die Symbole L^ M aiid T bezeichnet werden (vergL 
Einleitung). 

a) Das electrostojUsche System. 

In der Electrostatik ist die Kraft gf, mit welcher zwei 
electrische Massen e^ und e^ auf einander wirken, ausgedrückt 
durch (vergl. § 58) 

wo r der Abstand der Massen ist Ist e^^e^^ e^ so haben 
wir e =s r/S , demnach sind die Dimensionen einer Electricitäts- 
menge e 

[e] = [Zi;*ji/*r-i] « [iiMr-i], 

Die electrische Kraft Fj welche auf die electrische Masse 
Eins wirkt, hat die Dimensionen der Grösse efr^j also 

Das electrostaäsche Potential W (vergL § 54) hat die Dimen- 
sionen der Grösse efr^ also 

Die Capacität C [yeif^l. § 55 (g)] hat die Dimensionen der 
Grösse ejVj also 

Die Capacität hat also die Dimension einer Länge. 

Die Oberflächendichte <r (vergL § 54) ist die auf der Flächen- 
einheit vorhandene Electricitätsmenge, also 

Die Oberflächendichte hat also dieselben Dimensionen wie die 
electrische Kraft [vergl. § 55 (e)]. Da die electrische Ver- 
schiebung (vergl. § 65) oder Polarisation die Electricitätsmenge 
ist, welche sich durch die Oberflächeneinheit eines Isolators 
bewegt, so sind ihre Dimensionen ebenfalls [L^iM^T^^]- 
Das Yerhältniss zwischen der electrischen Verschiebung S) und 
der electrischen Kraft ist ausgedrückt durch Kj^n^ wo iT die 
Dielectricitätsconstante ist K ist also eine Zahl. 
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Die eleeirische Energie W [vergl. § 61 (a)] wird durch das 
Product ans der Potentialdifferenz und der Electricitfttsmenge 
gemessen. Demnach ist 

Dies sind zugleich die Dimensionen für alle anderen Formen 
der Energie. 

b) Das electromoffnetische System. 

Zwei Pole mit den magnetischen Massen fß^ und ^ stossen 
sich ab mit der Kraft F [vergl. 68 (a)] 

F^fi^fiJrK 

Demnach hat die magnetische Masse im electromagnetischen 
Systeme dieselben Dimensionen , welche die Electricitätsmenge 
im electrostatischen Systeme hat Dieses Yerhältniss besteht 
durchgehends zwischen den beiden Systemen für entsprechende 
Grössen in der Electrostatik und dem Magnetismus; auf die 
einzelnen Fälle gehen wir daher nicht ein. 

Die Dimensionen der electrischen Stromstärke bestimmen 
wir nach dem Gesetze von Biot und Savart (vergl. § 78), 
Nach demselben ist die Kraft K^ mit welcher ein Strom- 
element ds auf einen Pol mit der magnetischen Masse ii wirkt 

K^p,,ids.%mQ lr\ 

Da K eine mechanische Kraft ist, so sind die Dimensionen 
der Stromstärke t 

Da die Electricitätsmenge q betrachtet werden kann als ein 
Product aus Stromstärke und Zeit, so haben wir 

[q] = IZiMil 

Die electromotorische Kraft «, welche in einem geschlossenen 
Leiter entsteht, haben wir definirt [vergl. § 85 (b)] durch 

« =r - dNj dt, 

wo iV= ff{al +bm + cn)dS ist. 
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Da die magnetische Induction nach der Definition dieselben 
Dimensionen hat wie die magnetische Kraft, so sind die 
Dimensionen der electromotorischen Kraft 

In diesem Systeme wird die electromotorische Straft pro Längen- 
einheit des Leiters als Maass für die electriscke Kraft ange- 
sehen, deren Componenten P, Q, B sind. Die Dimensionen 
der electrischen Straft sind demnach 

[ZiMiT-^IZ-] = [I^MiT-^. 

Nach dem Ohm'schen G-esetze ist der Leitungswiderstand 
gleich dem Verhältnisse zwischen der electromotorischen Kraft 
im Leiter und der Stromstärke; der Leitungswiderstand hat 
also die Dimensionen 



Lw;]-t--^' 



d. h. seine Dimensionen sind gleich denen einer Geschwindigkeit, 
Die electrische Oberflächendichte wie auch die electriscke 
Polarisation haben dieselben Dimensionen wie eine Electricitäts- 
menge dividirt durch einen Flächeninhalt, also 

Nach § 88 (h) hat die Bielectricitätsconstante h in diesem 
Systeme dieselben Dimensionen wie das Verhältniss zwi- 
schen der dielectrischen Polarisation und der electrischen 
Kraft, also 

c) Die Fergleichung zwischen den beiden Systemen. 

Bestinunt man dieselbe Electricitätsmenge sowohl electro- 
statisch, z. B. durch die Coulomb 'sehe Drehwaage, als auch 
electromagnetisch durch ein Galvanometer, so hat man zwei 
Werthe für dieselbe Grösse. Nach dem ersten Maasse wird 
die Menge ausgedrückt durch e . [Zi Mi T^"^], und nach dem 
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letzteren durch q \piM^'\ ; das Verhältniss V zwischen diesen 
Werthen ist 

Das Verhältniss giebt also eine Geschwindigkeit, welche 
zuerst von Weber und Eohlrausch gemessen ist, und für 
welche der Werth r= 3,1.10^® gefunden ist, welcher nahe 
mit der Geschwindigkeit 3,0.10^^ des Lichtes in der Luft über- 
einstimmt. Spätere Untersuchungen haben es wahrscheinlich 
gemacht, dass V wirklich gleich der Lichtgeschwindigkeit ist 
Auf solche Weise ist also gezeigt, dass eme electromagnetische 
Electricitätseinheit gleich V electrostatischen Einheiten ist 

Wenn eine gewisse Electricitätsmenge durch ein Stück AB 
eines Leiters strömt, so bringt sie Wärme im Leiter hervor, 
deren äquivalente Energiemenge unabhängig von dem ange- 
wandten Maasssysteme sein muss. e, W^ ist die Energie im elec- 
trostatischen Maasse und q W^ im electromagnetischen Maasse, 
wenn bezw. ^^ und Wm der Spannungsunterschied zwischen Ä 
und £ ist, wobei ^« im electrostatischen Maasse, V^ dagegen 
im electromagnetischen Maasse zu nehmen ist. Demnach ist 
eV,=2qils^. Wir haben gezeigt, dass e = Fq ist, also wird 
^B, = V,. F, d. h. eine electrostatische Spannungseinheit ist gleich F 
electromagnetischen Spannungseinheiten. 

Wird die electrische Kraft im electrostatischen Systeme 
mit F,j im electromagnetischen Systeme mit F„^ bezeichnet, so 
beträgt der Spannungsunterschied zwischen zwei Punkten, deren 
Abstand dx ist, im ersteren Systeme W^^F^dx, im letzteren 
Systeme ^fn=: F^.dx. Da Wm= ^^ F ist, so haben wir 
/!,»= F.Fg, Eine Einheit der electrostatischen Kraft ist demnach 
gleich V Einheiten der electromagnetischen Kraft 

Die dielectrische Polarisation ^ ist mit der electrischen 
Kraft F, durch die Gleichung § 65 (d) 

^^Kj^n.F, 

verbunden, wenn das electrostatische System angewendet wird. 
Im electromagnetischen Systeme hat diese Gleichung die Form 

f^kj4.7t.F,,. 

Da 3) und f Electricitätsmengen sind dividirt durch Flächen- 
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Inhalte, so haben wir in üebereinstimmong mit e ^ ;/^ auch 
^ s= Vf. Da F^ eine mit electromagnetischem Maasse gemessene 
electrische Kraft ist, so haben wir 

Die Gleichungen^ welche die Gomponenten der dielectri- 
sehen Polarisation mit der electrischen Kraft verbinden, lauten 
demnach im electromagnetischen Systeme 

f^KPIAnV\ ff^KQIAnV^ h^KRj^nVK 

Auf diesem Wege kommt man zu der Annahme, dass Vj'^K 
die Lichtgeschwindigheit in einem Medium sein mtissj dessen Di- 
electricitätsc&nstante K ist 

d) Practische Einheiten, 

Anstatt der erwähnten absoluten Einheiten werden oft, 
besonders in der Electrotechnik, die sogenannten practischen 
Einheiten gebraucht. Als Einheit der Stromstärke gilt in 
diesem Systeme ein Ämphre, welches gleich ^/^^ der electro- 
magnetischen Stromeinheit ist. Die Einheit des Widerstandes 
ist ein OAm, welches 10® absoluten Widerstandseinheiten gleich 
ist. Ein Ohm ist nahezu gleich dem Widerstände in einem 
Quecksilberfaden von 106,3 cm Länge und 1 qmm Querschnitt 
bei 0^ C. Das Ohm'sche Gesetz führt dann zur Einheit der 
electromotorischen Kraft: ein Volt, welches gleich 10® absoluten 
Einheiten ist. 

Die Einheit der Electricitätsmenge ist die Menge, welche 
in einer Secunde durch den Querschnitt eines Leiters strömt, 
wenn die Stromstärke ein Ampere beträgt. Diese Einheit be- 
zeichnen wir als ein Coulomb, Ein Condensator, dessen eine 
Belegung die Ladung ein Coulomb hat, während der Spannungs- 
unterschied der Belegungen ein Volt beträgt, hat die Gapacität 
gleich einem Farad\ dieselbe ist gleich \Qr^l\0^= 10""* ab- 
soluten Einheiten der Capacität Ein Körper, der die Gapacität 
Eins im absoluten electromagnetischen Maasssysteme haben 
soll, bedarf einer Electricitätsmenge gleich der Einheit, 
um das Potential Eins zu erhalten; in dem electrostatischen 
Maasssysteme entspricht diesen Grössen die Electricitätsmenge 
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V nnd das Potential 1 / F. Die electrostatische Capacität des 
Körpers ist also F^ Hieraus folgt, dass ein Farad gleicli 
F'/IO^ electrostatischen Einheiten ist. Da auch diese Gapa- 
citat sehr gross ist, so wird in der Kegel ein Mikrofarad 
gebraucht, welches ein Milliontel eines Farad ist. 



Elfter Abschnitt. 



Electrische Schwingungen. 



§ 91. Die Schwingungen in dem Leiter. 

Fliessen durch einen Leiter Wechselströme, d. h. Ströme, 
die in regelmässigen Zwischenräumen ihre Richtung wechseln, 
so sagt man, es finden electrische Schwingungen in dem Leiter 
statt. Solche Wechselströme können z. B. durch Liduction 
hervorgerufen werden, wie in den bekannten Versuchen von 
Feddersen. AB (Fig. 107) sei ein Condensator, dessen Platten 
durch Leitungsdrähte mit zwei kleinen Metall- 
kugeln C und 1) verbunden sind. Sind A und 
B geladen, sodass A das Potential ^, B das 
Potential Null hat, so springt ein Funke 
über von C nach -D, wenn der Abstand CD 
allmählich verkleinert wird. Eine genauere 
Untersuchung hat gezeigt, dass dieser Funken 
aus einer Beihe von Funken besteht, welche 
entgegengesetzt gerichteten Strömen ent- 
sprechen. Demnach treten bei der Entladung 
electrische Schwingungen auf. Wenn aber 
die Stromstärke i in den Leitungsdrähten AC 
und DB sich ändert, so muss in denselben eine electromotorische 
Kraft inducirt werden, welche wir nach § 85 gleich '-L,dijdt 




Fig. 107. 
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setzen können, wo L der Coefficient der Selbstinduction ist. 
Bezeichnen wir mit r den electrischen Widerstand in den 
Leitungsdrähten und in dem Funkenzwischenraume, so ergiebt 
sich die Stromstärke t aus 

(a) W-^L.dijdt^r.i. 

Wenn c die Capacität des Condensators in electromagne* 
tischem Maasse ist, so ist die Ladung q des Condensators zur 
Zeit t durch cV gegeben; also ist dieselbe zur Zeit t'\-dt 
gleich cV + c.dW I dt.dt Demnach haben wir 

(b) cW^cW+c.dWIdt.dt + idt] i==^c.dWldt 
Aus (a) und (b) ergiebt sich aber 

Zc . dHjdt^ + er . dijdt + 2 = 0. 
Ein Integral dieser Gleichung lautet 

wo m^ und m^ Wurzeln der Gleichung 

Lern} + crm + 1 = 
sind. Die Wurzeln dieser Gleichung sind 



m= '-rl2Z±yr*l4Z*^llZc. 

Ist r hinreichend klein, so werden die Wurzeln m imaginär, 
und wir setzen in diesem Falle 

m= '--rl2Z±Y^iyZc. 
Dann können wir t ausdrücken durch 

i = «-'''/2^.[^'.sin(^/]/^) + Ä'.cos(f/}/i'c)]. 

Die Stromstärke ändert sich also periodisch und nimmt mit der 
Zeit ah. Die Schtoingungsdauer T ergiebt sich aus der Gleichung 

Tiyzi==2n, woraus T=-2nyZc folgt. 

Je geringer also die Capacität des Condensators ist, desto kleiner 
ist die Schwingungsdauer T, 

Die Amplitude der Schwingungen ist «-'•'/Si proportional; 
sie nimmt also mit wachsender Zeit stetig ab. Das Yerhältniss 
der Amplituden zweier auf einander folgenden Schwingungen, 
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das sogenannte Dämpfunffsverkäüniss, ist 

g--rti2L.g^r(t^T)i2L oder gloich e^^l^^. 

Die Dämpfung ist also um so grösser, je grösser der Wider- 
stand des Schliessungskreises ist und bei gegebener Schwingungs- 
daner um so kleiner, je grösser seine Selbstinduction L ist. 
Führt man für T den Werth T=^2nyZc ein, so erhalten 
wir für das Dämpfungsverhältniss den Werth e^'-V«/^. Dem- 
nach sind die Schwingungen um so weniger gedämpft, je kleiner 
die Capadtät des sich entladenden Conductors ist. Anstatt 
diese Beobachtungen an das Dämpfungsverhältniss selbst anzu- 
knüpfen, betrachtet man meist den natürlichen Logarithmus des- 
selben, das sogenannte logarithmisclie Decrement 8. Wir haben 



S^rTI2Lr=.nr.fclL. 

H. Hertz hat sehr rasche Schwingungen erhalten durch 
Benutzung des in Figur 108 dargestellten Apparates. Derselbe 
besteht aus zwei grossen Kugeln bei Ä und B, welche an den 
Enden der Kupferstangen Ä C und 

DB befestigt sind. Die beiden r ^ gg ^/^ 
anderen Enden der Stangen Ä C und v^y T"^^ V^ 
BB tragen kleine Kugeln, welche 
ungefthr den Abstand 1 cm von 
einander haben. Die Kugeln werden 






durch den Inductionsapparat EF Fig. lOS. 

geladen; die Entladung findet in 

dem Baume zwischen den Kugeln und B statt. Wenn in 
einem bestimmten Zeitpunkte ein Strom von der Stärke i Ton 
A nach B übergeht und wenn das Potential auf Ä und B bezw. 
die Werthe W^ und % hat, so ist 

y^*!- ^f^-'L.dildt^ri. 

Wird mit Cj die Capacität jeder einzelnen der gleich 
grossen Kugeln bezeichnet, so haben wir 

c^.(mfjdt= -i, c^.dW^jdi^i. 

Hieraus ergiebt sich, wenn wir c =^ ^c^^ setzen, dass 

1= •^c,d[W^^%)ldt ist. 
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Demnacli erhalten wir fUr die Stromstärke t dieselbe Differential- 
gleichang wie oben; wir gelangen damit auch zu demselben 
Ausdrack für die Schwingungszeit T. 

§ 92. IHe Beraduuing dar Sohwingongneit. 

Um die Schwingungszeit zu ermitteln, müssen wir zu- 
nächst den Selbttinductionscoefj/icienten bestimmen. Wir haben 
früher die Bestimmung des SelbstinductionscoefQcienten f&r 
geschlossene Leiter angegeben. In dem vorliegenden Falle 
handelt es sich theils um wirkliche Ströme in den cylindrischen 
Leitern, theils um Polarisationsströme in dem umgebenden 
Isolator. Die Hauptwirkung muss von der Induction in dem 
Leiter selbst herrühren, da in demselben der Abstand zwischen, 
dem inducirenden und dem iiiducirten Strome am kleinsten 
ist. Allein die Betrachtung wird dadurch sehr schwierig, dass 
die Stromstärken in den yerschiedenen Theilen des Quer- 
schnittes nicht gleich sind. Wir wollen aber hiervon im Nach- 
folgenden absehen und den Selbstinductionscoefficienten I in 
einem Cylinder unter der Voraussetzung berechnen, dass die 
Stromstärke in allen Theilen des Querschnittes dieselbe ist. 
Nach F. Neumann ist die electromotorische Kraft «, welche 
in dem Leiter 5' unter Einwirkung eines veränderlichen Stromes z 
inducirt wird, welcher durch einen anderen Leiter * fliesst, 
durch die Variation des Integrals Zt bestimmt, wo 

Z =^ffcoB9lr.dsds 

ist. In diesem Integrale, welches über alle Elemente des einen 
und des anderen Leiters zu erstrecken ist, bezeichnet e den 
Winkel zwischen d$ und ds\ r den Abstand zwischen dsuad ds, 
AB und CD seien zwei parallele Linien (Fig. 109), welche 
zusammen mit AC und BD ein Rechteck bilden. Wir setzen 
AB^CD^lxmdi CP^ /. Dann wird zunächst der Werth 
des Integrals 

ffds.ds'lr 

00 

bestimmt, weil in dem betrachteten Falle (Fig. 109) cos e « 1 
ist. um zunächst den Werth des Integrals 
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zu finden, ziehen wir FG senkrecht zu CD und AB und 
setzen ferner FG s= a. Ist 

ÄG^b^j BG^\, FÄ^r^, FB^r^, 
^! .<.-$^-. f 

A^ ä ' 6. i — 5 — ^^ 

Fig. 109. 
so haben wir 

P^fdslr+fd>lr, 



wo s der Abstand eines Punktes auf AB von G ist. Da aber 

/rf*/r = /rf*/ya« + *« = lognat(«/a + yi +**/«*) 
ist, so erhalten wir 

P=lognat[(r,+ftJ(r, + *,)/««] 
= lognat[(^i?'+ ^G0(^^+ BG)ja^. 
Ist a im Vergleiche mit / sehr klein, so dürfen wir 

AF^AG^fS und FB^GB^l^-s' 
setzen und erhalten dann 

P = log nat [4/ (/-/)/«»]. 

Sodann suchen wir den Werth des Integrals /P.^/ und erhalten 
i 
/P.rf/=2Z.[lognat(2Z/a)-.l]. 



Wir berechnen den SelbsHndactianscoefjßcienten eines Drahtes 
mit kreitförmigem Querschnitt. 

AB (Fig. 110) sei der Querschnitt eines cylindrischen 
Leiters, dessen Länge / und dessen Badius R ist. Auf dem 
ganzen Querschnitte sei die Stromdichte u constant Die Strom- 
stSrke i ist also i^ E^n u. Wir betrachten zunädist die 
inducirende Wirkung, welche ron einem Faden D herrührt, 
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Fig. 110. 



dessen Querschnitt dS ist; dieser Faden wirkt auf eine Linie^ 
welche der Cylinderaxe parallel ist und durch den Punkt C 

geht. Wenn DC=^a ist, so ergiebt 
sich die inducirende Wirkung aus der 
Variation des Integrals 

M.rfÄ.2Z(lognat(2//a)-I) 
= u . dS.{M+ iVlognata), 

wo die Grössen M und N der Kürze 
wegen eingeführt sind und 

ilf=2/(lognat2/-I) 
und 

iV^=-2/ 

gesetzt ist. Wir haben zwischen zwei Fällen zu unterscheiden: 
OB ^r kann entweder grösser oder kleiner als OC^r^ sein. 
Zunächst sei r > r^. Die Elemente dS mögen eine ringförmige 
Fläche mit dem Inhalte 2itr.dr bilden. Nach den Betrach- 
tungen des § 13 ist loga gleich dem Logarithmus der halben 
Summe des grössten und des kleinsten Werthes, den a an- 
nehmen kann. Diese Werthe sind bezw. r -^r^ und r •\-Ty 
Der gesuchte Mittelwerth ist also log r. Demnach haben wir 
das Integral 

R 

uj2nr.dr.{M+NlogTiB.ir)== 7iu[M{R^''r^^ 

+ iV[jenognatÄ - r^Mog nat r^ - i(Ä> - r^^]}. 

Für den Theil des Cylinders, dessen Abstand von der Axe 
kleiner als r^ ist, wird der Mittelwerth des grössten und 
kleinsten Werthes für a gleich r^. Demnach lautet das Inte- 
gral für diesen Theil 
»•i 
uj2nr.dr.{M+ Nlog nsA, r ^) =: nu{Mrj^^ + Nr^^ .log n&tr^}. 



Die Summe der beiden Integrale ist 

nulMß^ + iV(ÄMognati2 - i(i2*- r^«))}. 

Um den Mittelwerth dieser Grösse für alle Längsfasem 
des Cylinders zu erhalten, müssen wir nur den Mittelwerth 
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von r^' aufsuchen, da alle anderen Grössen constant sind. 
Weil aber 

M 


ist, so erhalten wir flir den gesuchten Mittelwerth 

nuR^{M+ iV(log nat Ä - i)). 
Führen wir in diese Gleichung die Werthe Hir 

ilf=2/(lognat2Z-l) und flir iV=-2Z 

ein und setzen wir nuR^ ^ i, so erhalten wir flir die Grösse, 
deren Variation die Selbstinduction ergiebt, 

2Zt(lognat(2Z/Ä)-|). 

Für die Grösse Z erhalten wir also 

i = 2/(lognat(2//Ä)-|). 

In den Versuchen von Hertz war / = 150, R » 0,25 und 
also L = 1902, wenn alle Längen in Centimeter ausgedrückt 
werden. 

um die Schwingungsdauer zu berechnen, muss zunächst 
die Capacität einer Kugel mit dem Radius 15 cm, welche 
Hertz benutzte, bestimmt werden. Ist Q die Ladung und ^ 
das Potential, so ist die Capacität C im elQctrostatischen 
Maasse C ^ QjW. Bezeichnen wir die Ladung und das Po- 
tential im electromagnetischen Maasse bezw. mit Q' und W, 
80 ist, wenn ^=3.10^® die Lichtgeschwindigkeit im leeren 
Baume ist, Q = VQ' und W == V' j F. Also erhalten wir flir 
die Capacität c im electromagnetischen Maasse 

Für die Schwingungsdauer erhalten wir also 
T=2nYLCjr, 
Nach der Betrachtung am Schlüsse des § 91 haben wir 
^ — \^v ^^ ^1 ^® Capacität jeder einzelnen der gleich grossen 
Kugeln in electromagnetischem Maasse ist. Demnach haben 
wirC=15/2 zu setzen und erhalten dann T= 2,5/10® Se- 
cnnden. Die entsprechende Wellenlänge in der Lufl; ist 

2,5.10-8.3.101« = 750 cm. 

ChriBtlanBen-MQUer, Physik. 19 
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§ 93. Die Gnindgleiohimgen für die alectriBohen Isolatoren 
oder Dielactrica. 

Maxwell hat auf theoretischem Wege gefonden, dass 
auch in Folge einer Aenderung der electrischen Polarisation 
in den Isolatoren electrische Schwingungen entstehen können. 
Die Resultate, zu welchen Maxwell gekommen ist, sind so 
wichtig, dass wir hier einige von ihnen besprechen wollen. 
Zu diesem Zwecke wollen wir mit H. Hertz in den electrischen 
Grundgleichungen, welche in § 88 gegeben sind, für die elec- 
trischen Grössen das electrostatische Maass einführen, dagegen 
sollen die magnetischen Grössen mit ihrem eigentlichen Maasse 
gemessen werden. Die Electricitätsmenge, welche durch eine 
electrische Kraft, die in einem Punkte eines Isolators wirkt, 
durch ein Flächenelement getrieben wird, das zur Bichtang 
der Kraft senkrecht liegt, ist nach § 65 gleich K/^n mnlti- 
plicirt mit der Grösse der Kraft F. Bezeichnen wir also mit 
ff ffj h die Componenten der electrischen Verschiebung, mit 
X, Ty Z die Componenten der electrischen Kraft, so ist 

f^KXjAn, g^KTj^n, h^KZj^n. 

Erhält die Componente X in der Zeit dt den Zuwachs dX^ 
so fliesst die Electricitätsmenge df in der Richtung der jr-Axe 
durch die Flächeneinheit; die Componente u der Stromstärke 
im electrischen Isolator ist dann gleich dfjdtj und wir haben 

(a) u^Kj^Ti.dXIdt, v^K/^n.dY/dt, tc^Kl^n.dZjdt 

Die Gleichungen in § 80 (a) drücken aus, dass die Arbeit, 
welche die magnetischen Kräfte bei der Bewegung eines Ein- 
heitspoles um den Strom leisten, gleich der Stromstärke multi- 
plicirt mit 47t ist. Wird die Stromstärke in electrostatischem 
Maasse gemessen, so erhalten wir 

weil die electromagnetische Einheit der Electricitätsmenge 
gleich V electrostatischen Einheiten ist. 

Die inducirte electromotorische Kraft ist gleich — rfi^/rf^ 
wenn mit N die vom Stromlaufe umschlossene Anzahl der 
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Erafüinien bezeichnet wird. Da die electromotorische Kraft 
in electromagnetischem Maasse gleich der electromotorischen 
Kraft in electrostatischem Maasse mnltiplicirt mit F ist, so 
haben wir nach § 88 (f) und (k) 

' ^filF.daldt^dZldy--dridz; 

(c) ^ ^fAir.dßldt=^dXldz^dZldx; 
{ •^li.jr.dYldt^dTIdx^dXjdy. 

Ans (a) nnd (b) erhalten wir 

' Kj r.dXjdt = dyldy - ö/9/öz; 

(d) ■ Kir.dYjdt^daldz^dyjdx', 

. KjF.dZ Idt^dßldx^dajdy. 

Setzen wir nun 

/= dXjdx + dTldy + dZ/dz, 

so erhalten wir aus (c) nnd (d) 

liKjr^.d^Xj&t^^ V*X-ö//öx. 

Betrachten wir einen Eanm, in welchem K constant ist, so 
haben wir 

Kj^n.J^^dfldx + dgjdy + dhldz, 

Ist keine Ladung im Eaume vorhanden, so erhalten wir aus 
§ 66 (d), dass /= Oist. Also wird 

^^^ \ iiKIF^.d^Zjdt^^V^Z. 

Diese Gleichungen ergeben in Verbindung mit den Gleichungen 
(c) und (d) 

UKIF\d^aldt^=^V^a; fiK/ F^.d^ß I dt^=^V*ß; 
^^ \ fiKIF^.d^rldt^^V^r- 

Zugleich wird 

dccidx + dß/dy + dy/dz = 
nach § 76, wenn fA constant ist. 

Nach § 67 (g) ist die electrische Energie JF durch 
(g) JF=ll8n.fffK{X^+r^ + Z^)dxdydz 

ausgedrückt. 

19* 
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Die electrokinetische Energie T ist iiach § 89 (c) 
(h) T^llSn.ffffjL{a^ + ß^ + r^dxdt/dz. 

§ 94. Ebene Wellen in Isolatoren. 

Wir wollen die Bewegung ebener Wellen in Isolatoren 
untersuchen. Die Wellenebene sei mit der yz- Ebene parallel. 
Die Componenten der electrischen Ej*aft sind dann allein 
Functionen von x und aus den Gleichungen § 93 (e) erhalten wir 

fiKin.d^XIdt^^d^XIdx^', (iKI VKd^Yldt^^d^Yjdx^: 

liKlV^.d^Zjdt^^d^Zjdx^ 

Zugleich ist auch 

dXIdx + dYldy + dZIdz = 0. 

Da aber Y und Z ron y und z unabhängig sind , so erhalten 
wir dX/dx = 0. Da hier nur periodisch wirkende Elräfte auf- 
treten können, so noiuss also X=0 sein. Die Sichtung der 
electrischen Kraft ist also der Wellenebene paraüeL Durch Drehung 
des Coordinatensystems können wir die y-Axe mit der Eesul- 
tirenden aus der Z- und ^-Componente zusammenfallen lassen. 
Wir brauchen also nur die Gleichung 

liKir^.d^Yldt^^d^Yldx^ 

zu betrachten. Das Integral dieser Gleichung lautet 

(a) r= * sin \_2iil T. {t-x/o})], 

wo ydie Schwingungsdauer und co die Fortpfianzungsgeschwindig- 
keit ist Die Differentialgleichung ist erfüllt, wenn 

w= riyjK. 

Für den leeren Raum ist jit = 1 und A' = 1 ; F ist demnach 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit flir ebene electrische Schwin- 
gungen im leeren Baume. Für die gewöhnlichen durchsichtigen 
Körper ist jm = 1 ; die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist also 
F/YK. Maxwell nahm an, dass die electrischen Schwingungen 
mit den Lichtschwingungen identisch seien. Bezeichnen wir 
das Brechungsverhältniss eines Isolators mit iV, so hat sich 
aus den Versuchen ergeben, dass 

(o= r/N ist. 
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Die electrische Lichttheorie ergiebt q>=s Fj'^K. Demnach 
haben wir K ^ N^, d. h. die specifische inductioe Capacität 
eines Mediums ist gleich dem Q^cidrate des BrechungsverhäJtnisses. 
Da dieser Satz f&r eine grosse Menge Körper gilt, so giebt 
er eine Bestätigung von Maxwell's Hypothese. Ans derselben 
können bei weitem alle Eigenschaften des Lichtes hergeleitet 
werden. 

Nach § 93 (c) ist nun a = 0, /9 = und 

(b) /i*y= ri/(ü.sin[2!T/T.(^-x/(ö)] = i\^isin[27r/2'.(^-ar/co)]. 

Die üichtung der magnetischen Kraft ist also der Wellenebene 
parallel und zur Richtung der electrischen Kraft senkrecht 

Wir wollen noch die folgende Betrachtung über die Be- 
ziehungen der electrischen Ejraft zur magnetischen Eraft an- 
stellen. Li der yz- Ebene wirke eine 

electrische Kraft, welche der Axe Oy ,r- yp 

(Fig. 111) parallel ist. Diese Kraft / ^-.^^ /\ 

wachse in einer Secunde gleichmässig ^■" y^""'^^^"J^'l I 
von Null bis JJ, an. Dadurch ent- j o\ 



steht ein electrischer Strom v in der- ifVr ---'''' 



z^^OC 



selben Richtung und, weil dYjdt^Y^ 

ist, so haben wir nach § 93 (a) * xis ..^ ^ 

(c) v^Kl^n.T^, 

Durch diesen electrischen Strom werden magnetische Kräfte 
hervorgerufen, welche der z-Axe parallel sind. . Wir woUen 
annehmen, dass die magnetische Ejrafb gleichmässig von Null 
bis Yo äi^^ächst. Dadurch wird wiederum eine electromoto- 
rische Kraft in dem umgebenden Baume inducirt, und wir wollen 
annehmen, dass die electrischen und magnetischen Wirkungen 
sich in einer Secunde bis zu der Entfernung Ox^(o (Fig. 111) 
ausbreiten. Die magnetische Kraft nimmt gleichmässig ab 
von X = bis x ^ (ü\ dasselbe gilt für die electrische Kraft 
OD =5 Yq. Der electrische Strom hat dagegen zwischen und x 
überall dieselbe Stärke. Dieses erklärt sich durch die Bemerkung, 
dass die electrische Kraft in einem Punkte F^ dessen Abstand 
von X gleich 1 / n.Ox ist, nur während 1 / n Secunde gewirkt 
hat und in dieser Zeit von bis l/n.Y^ angewachsen ist; der 
Zuwachs beträgt also in der Secunde wiederum Y^. 
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Ein Einheitspol bewege sich in der rechteckigen Bahn 
OzBxO (Fig. 111). Nur auf dem Wege von bis z wirkt in 
der Bewegungsrichtung die magnetische Kraft z^; demnach ist 
die von den magnetischen Kräften geleistete Arbeit gleich 
Yq.Oz. Die in electromagnetischem Maasse gemessene Strom- 
menge, welche der Einheitspol umkreist hat, ist aber 

vi F.Oz.Ox. 

Nach § 80 haben wir also 

y^.0z=^4nv.0z.0xl r 

oder, weil Ox ^ at ist, ergiebt sich 

(d) Fy^=a4»t?ß). 

Die in electromagnetischem Maasse gemessene electro- 
motorische Kraft, welche bei der Bewegung um eine ge- 
schlossene Bahn inducirt wird, ist e^ -^dN/dt, wenn mit N 
die von der Bahn eingeschlossene Anzahl Kraftlinien be- 
zeichnet wird. Wir haben also N^ -^fe.dt Der mittlere 
Werth der electromotorischen Kraft in der Richtung Oy ist 
gleich \.Yq.F in electromagnetischem Maasse. üeber die 
rechteckige Bahn OyCx erstreckt ist der Werth des betrach- 
teten Integrals \.Y^V. Oy. Der mittlere Werth der magne- 
tischen Kraft senkrecht zu der Fläche OyCz ist \Yoj demnach 
ist der mittlere Werth der magnetischen Induction \.iiYq» 
Wir haben also die Gleichung 

\.T^r.0y^\(iY,.0y.0x 
und demnach 

(e) rT,^i,y,fo, NY.^fiy,, 

wenn Üüc F/ a> das Brechungsverh&ltniss JV gesetzt wird. Da- 
bei ist zu beachten, dass sich die Welle in der Richtung der 
x-Axe fortpflanzt, dass nach unserer Annahme die electrische 
Kraft in der Richtung der y-Axe, und dass dann die magne- 
tische Kraft in der Richtung der ;r-Axe wirkt. Hält man 
demnach die rechte Hand in der Fortpflanzungsrichtung der Welle 
und wendet man die innere Handfläche nach der Richtung ^ wi^ 
die electrische Kraft hat, so giebt der Daumen die Richtung de. 
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magnetischen Kraft an. Bezeichnen wir femer die magnetische 
Kraft mit M und die electrische Eraft mit F^ so ist 

Ans (c) nnd (d) ei^ebt sich, dass 

ist Ftlhren wir den Werth f&r /^ in (e) ein, so erhalten wir 

r^^pLK(o\ 
Demnach ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

Ans (a) nnd (b) ergiebt sieb, dass die Beziehungen (e) 
zwischen der electriscben nnd magnetischen Kraft auch fbr 
ebene WeUen gelten. Im leeren Baume haben beide Kräfte 
denselben Zahlenwerth. 

§ 95. Die Schwingungen Ton H. Hertz. 

H. Hertz hat in einem geradlinigen Leiter sehr rasche 
Schwingungen berrorgerufen, welche in dem umgebenden Iso- 
lator ebenfalls Schwingungen veranlassen. Ueber die Natur 
derselben können wir uns nach Hertz in folgender Weise 
eine Vorstellung bilden. 

Der Mittelpunkt des Leiters falle in den Goordinaten- 
anÜEmgspunkt, die Schwingungen mögen in der Richtung der 
z-Axe erfolgen« Die magnetischen Kraftlinien sind dann Kreise, 
deren Mittelpunkte in der z-Axe liegen. Die electriscben 
Kraftlinien haben eine yerwickeltere Gestalt. Wir gehen 
Ton den Differentialgleichungen § 93 (f) fbr die magnetischen 
Krilfte aus. Der Kürze wegen setzen wir F/ ^Kfi = ©. 

Zunächst suchen wir ein Integral der Differentialgleichung 
(a) l/(o«.ö*i£/ö^«=r V*tt 

unter der Voraussetzung, dass u eine Function von t und von 
r = Vx* + y* + r* ist Wir haben dann nach § 15 (1) 

V*tt = l/r.ö2(rtt)/ör», 
und ako ist 

1 1 (ü^ .d^{ru) I dt^ ^ d^{ru) I drK 

Setzt man k:=2nlT und l^2nlT(o, wo Teine Constante 
ist, so ist 
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(b) tt s= a / r . sin {kt — Ir) 

ein einfaches Integral jener Differentialgleichung, u genügt 
also nebst seinen nach ar,y, z genommenen Differentialquotienten 
den Differentialgleichungen § 98 (f) fbr die magnetischen Kraft- 
componenten a, ßy y. In dem betrachteten Falle ist y = 0, 
und demnach haben wir auch dajdx + dßjdy = 0. Als ein- 
fachste Lösung der Differentialgleichung erhalten wir 

(c) a=» -^d^uldtdy, ß^dHjdtdxj 

wo die Differentiation nach t in Bücksicht auf die nachfolgende 
Rechnung eingeführt ist. Aus (c) erhält man 

a^^d^u/dtdr.ylr] ß = d^uj dtdr.x /r. 
Die resultirende magnetische Kraft ist also 



M^d^uj dtdr .yx^ + y^jr^ dH jdtdr. sin Ö, 

wo der Winkel zwischen der Verbindungslinie mit dem 
Anfangspunkte und der 2:-Axe ist. Die Kraft M ist senkrecht 
zu der Ebene, welche durch den betrachteten Punkt und die 
2:-Axe gelegt wird. 

Setzen wir nun A^ — /r = y, so ergiebt sich 

jlf = Äa (Z. sin y / r — cos y / r^ . sin 0. 
Wenn r sehr klein gegenüber l/ZÄCöjP/2jr ist, so ergiebt sich 

Jlfae — Äa.cosA^.sinö/r*, 
d. h. die Kraft wird durch das Gesetz von Biot und Savart 
bestimmt^ indem die Schwingungen im Leiter ebenso wie ein Strom- 
Clement wirken. 

Für grössere Abstände wird die magnetische Kraft 

(d) M=^4n^alT^a)r.sml2nlT.{t^rl(o)'].sixie. 

Demnach breiten sich die magnetischen Wellen im Räume ndt der 
Geschwindigkeit des Lichtes aus. 

Wir wollen nun die electrischen Kräfte berechnen. Aus 
den Gleichungen (c) und § 93 (d) erhalten wir 

KX/F^^d^uldxdz; KYj 7=^ ^d^ldydz-, 
KZI r= d^ujdx^ + d^ujdyK 
Da u nur von r und t abhängt, so erhalten wir durch Aus- 
führung der Differentiation 
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KXjr={^d^uldr^+ 1 1 r.du / dr).zz jr^-, 
(e) \ KYir^{--dHldr^+\lr.duldr).yzlr^', 

Die electrische Kraft B in der Richtung r ist 

{Xx+rt/ + Zz)lr, 

und wir erhalten aus (e) 

KEjr^ 2jr.duldr . cos = - 2a (Z cos y /H + sin y/r») cos 0. 

Ist -B = 0, so berührt die electrische Kraft eine Kugel, deren 
Radius aus der Gleichung 

tg(Ä^ -Zr)= --Ir 
sich bestimmt. 

Die nächste kugelförmige Welle habe den Radius r\ also 
ist tg(Ä^ — Zr') = ^ Ir'. Daraus ergiebt sich 

1gZ(r'~r) = Z(r'-r)/(l+ZVr'). 

Ist der Wellenradius sehr gross, so wird also l{r' ^r)^ n. 
Da aber Z= 2^/A, wenn X^Tio, so ergiebt sich r' — r=s-J^i. 
Wir erhalten demnach zuletzt äquidistante kugelförmige Wellen. 

§ 96. Poynting'B Theorem. 

Duroh den langen cylindrischen Leiter ^Ä (Fig. 112), dessen 
Querschnitt ein Kreis ist, fliesse ein electrischer Strom t in der 
Richtung von Ä nach B, In dem umgebenden Räume wirkt 
dami eine magnetische Kraft M^ welche sich aus der Gleichung 
2nr.Ms=z 4ni bestimmt, wenn r = OC der Abstand des be- 
trachteten Punktes von der Axe des Cylinders ist. Wir er- 
halten also 

M^2ilr. 

Die Skquipotentiellen Flächen für die electrische Kraft sind 
im Inneren des Leiters Ebenen, welche auf der Axe des 
Leiters senkrecht stehen. Ausserhalb des Leiters werden die- 
selben, wenigstens in der Nähe des Leiters, gleichfalls zur 
Axe desselben senkrecht stehen. Die äquipotentiellen Flächen 
der magnetischen Kraft sind Ebenen, welche, wie die Ebene 
OF, sowohl die Richtung der electrischen Kraft als auch die 
Axe des Leiters enthalten. Die electrische Kraft in der 
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Oberfläche des Leiters und in der Nähe derselben sei /'. 

Bezeichnen wir mit 8 den Querschnitt des Leiters und mit C 
das Leitungsvermögen desselben , so ist 
nach dem Ohm 'sehen Gesetze 

Die Wärmeentwicklung im Leiter 
während einer Secunde bestimmen wir in 
folgender Weise. Fliesst die ElectricilAts- 
menge t durch den betrachteten Leiter, 
dessen Länge / sei, so leistet die electrische 
Kraft die Arbeit F'il. Bezeichnet also / 
das WärmeäquiTalenty so ist die entwickelte 
Wärmemenge gleich F'iljJ. Die Arbeit 
der electromotorischen Kraft ist also 
Fil^\.MTrL 

Poynting nimmt nun an, dass diese Energiemenge durch 
die Oberfläche des Leiters in denselben eintritt. Der von uns 
betrachtete Theil der Oberfläche des Leiters ist 2nrl Der 
Leiter nimmt demnach durch die Oberflächeneinheit die 

Energiemenge 

lIAn.FM 
in sich auf. 

Diese Energiemenge ist also in der Richtung CO bewegt, 
welche eine Schnittlinie der electrischen und magnetischen 
Niveauflächen ist. Die Richtung, in welcher die Energie fort- 
gepflanzt wird, zur Richtung der electrischen und magnetischen 
Ki^ bestimmen wir in derselben Weise wie die Fortpflanzung 
der Welle in § 94. 

Die electrische Kraft ist hier in electromagnetischem Haasse 
gemessen; drücken wir dieselbe in electrostatischem Maasse 
aus und bezeichnen wir dieselbe mit jP, so muss F'^ FF sein. 
Die Energiemenge, welche in einer Secunde durch eine 
Flächeneinheit tritt, die sowohl der Richtung der electrischen 
Kraft als auch der Richtung der magnetischen Kraft parallel 
ist, ist gleich Fj^n.F.M. 

Wir wollen nun einen allgemeineren Fall betrachten. Die 
magnetische Kraft in einem Punkte des Raumes sei if, die 
electrische Ejaft in demselben sei F und der Winkel zwischen 
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den Bichtongen beider Kräfte sei mit {M, F) bezeichnet. Wir 
nehmen an, dass die Energiemenge , welche in einer Seconde 
durch eine Flächeneinheit geht, welche den Sichtungen von 
M und F parallel ist, 

ri4n.M.F.sia{MF) ist. 

Die Bichtong, in welcher die Energie strömt, bilde mit 
den Coordinatenaxen Winkel, deren Cosinus Z, m, n sind. Wir 
haben dann 

/ = {yr^ßZ)IMFsixi{MF); m = {aZ-YX)jMFmi{MF)\ 
n = (/9X- aT)lMF%m{MF), 

wenn a, /7, y ^^ Componenten der magnetischen Ejraft M und 
1, J^ ^ die Componenten der electrischen Kraft F sind. Aus 
den letzten Gleichungen ergiebt sich nämlich, dass 
lu + mß + ny^ 0; Xcc + Yß + Zy ^0; /« + w* + n« =r 1 
ist. Demnach strömt die Energie in einer Sichtung, welche 
sowohl zur Richtung der magnetischen Kraft ab auch zu der- 
jenigen der electrischen Kraft senkrecht ist. 

Bezeichnen wir mit F^j F^, F^ die Componenten des 
Energiestromes nach den Coordinatenaxen, so haben wir 

F^^ ri4n.MF%m{MF).L 
Demnach erhalten wir die Gleichungen 

F^:^ri4n.{yT^ßZ); F^^ FJ 4n.{aZ^rX)', 
F^^ ri4n.(ßX^ccT). 
Ein Parallelepiped mit den Kanten dx, dy, dz erhält in 
der Zeit dt den *Energiezuwachs 

^{ßF^jdx + dFJdy + dFJdz)dxdydzdt. 

Demnach beträgt der Energiezuwachs Ä, welchen die Volumen- 
einheit in der Zeiteinheit erhält, 

^ = - {ßFJdx + dFJdy + dFJdz). 
Führen wir in diese Gleichung die vorhin für F^, F^j F^ ge- 
gebenen Werthe ein, so wird 

^= ri47t.[X{drldy-dßldz)+ r{dal dz^dy j dx) 
+ Z{dßldx^dcc/dy)]^ FI4n,[a{dZldy-'dridz) 
+ ß{dXldz^dZ/dx) + y{dridx-^dXldy)]. 
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Mit Hülfe der Gleichungen § 93(c) und(4) erhalten wir hierans 

Vergleichen wir diesen Ausdruck mit den im § 93 (g) und (h) 
für die electrostatische und electrokinetische Energie gegebenen, 
so zeigt sich, dass A wirklich den gesammten Zuwachs an 
Energie angiebt, den die Yolumeneinheit in der Zeiteinheit 
aufnimmt. Hierdurch ist also der Satz von Poynting f&r 
ruhende Isolatoren bewiesen. Der Beweis kann leicht auf die 
Leiter ausgedehnt werden, wenn wir die Entwicklungen des 
§ 88 benutzen und bedenken, dass ein Theil der im Leiter 
absorbirten Energie in Wärme verwandelt wird. 

Wir wenden jetzt den Satz von Poynting auf einen ein- 
fachen Fall an. Nach § 94 können wir bei ebenen Schwingungen 
die electrische Kraft F, welche dort mit T bezeichnet ist, gleich 

F^b.sixi[2nlT.{t-xla))'] 
und die magnetische Kraft M, welche dort mit y bezeichnet 
ist, gleich 

j|f= Fb I ficj .sinl2n I T.{t-x I et))'] 

setzen. Während jeder Schwingung geht also durch die 
Flächeneinheit die Energiemenge 

T 

m^ 1 4n pL(o .fsin^l2n I T.{t-x I (oj^di = F^b^TISfino). 



Wir können F=^ (o und /i = 1 setzen und erhalten dann 
für die Energiemenge, welche in einer Secunde durch eine 
Flächeneinheit geht, welche zur Wellenebene senkrecht ist, 
den Betrag Fb^jSn. 

Die Wärmemenge, welche ein Quadratcentimeter in einer 
Minute durch das Sonnenlicht empfängt, ist ungefähr gleich 
drei Grammkalorien. Dieser Wärmemenge entspricht in der 
Secunde die Energie 3.4,2.10^60. Setzen wir nun F^i.W\ 
so wird b = 0,04. Da die Einheit der electrischen Kraft in 
electrostatischem Maasse gleich 300 Volt ist, so erhalten wir 
für das Maximum der electrischen Kraft des Sonnenlichtes 
12 Volt in Bezug auf ein Gentimeter. Das Maximum der 
magnetischen Kraft wird 0,04, beträgt also ungefähr ein Fünftel 
der Horizontalintensität des Erdmagnetismus. 
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Die experimentelle Grundlage f&r die mathematische Be- 
handlung der Electrostatik ist yon Coulomb gegeben. Pois- 
son hat eine Beihe electrostatischer Probleme behandelt und 
die allgemeinen Methoden zur Lösung derselben gegeben. Sir 
William Thomson (Lord Kelvin) hat dieselben Probleme 
theilweise nach neuen höchst sinnreichen Methoden behandelt; 
seine Abhandlungen sind besonders für das Selbststudium zu 
empfehlen (Reprint of Papers. 2 ed. 1884). Faraday (1837) 
entwickelte Anschauungen über die electrische Polarisation 
oder Verschiebung. Auf Grund dieser Vorstellungen gab 
Maxwell seine Behandlung der Electricitätslehre (Treatise 
on Electricity and Magnetism 1873, deutsch yon B. Wein- 
stein, 1888). In einer anderen Form hat H. t. Helmholtz 
die Electrostatik behandelt und neue Probleme gelöst Seine 
Abhandlungen finden sich in Wiedemann's Annalen. 

Die Theorie des Magnetismus geht parallel mit der Theorie 
der Electrostatik. Fast dieselben Autoren und zum Theil 
auch dieselben Werke behandeln beide Abschnitte. 

Die Theorie der electrischen Ströme hat Ampere in seiner 
Theorie mathömatique des ph6nom6nes ^lectrodynamiques, 
Paris 1825, behandelt. Dieses Werk bildet die Grundlage ftir 
die ganze neuere Entwicklung der Theorie der electrischen 
Ströme. Die neuen von Faraday entwickelten Vorstellungen 
über die magnetischen und induclrenden Wirkungen der elec- 
trischen Ströme sind von Maxwell mathematisch formulirt in 
seinem Werke: Treatise on Electricity and Magnetism, 1873. 
Maxwell's Behandlung des Gegenstandes sind wir auch ge- 
folgt. Dagegen gehen Gauss, W. Weber, F. E. Neumann, 
Eirchhoff und Lorenz von Ampäre's Theorie aus. 

Die Theorie der electrischen Schwingungen in Conductoren 
verdanken wir William Thomson und G. Kirchhoff (Poggen- 
dorff's Annalen 121). Maxwell und Lorenz zeigten, dass 
auch in Isolatoren electrische Schwingungen auftreten können. 
Durch die Versuche von H. Hertz hat die Lehre von den 
electrischen Schwingungen eine Ausdehnung und Bedeutung 
erlangt, dass die Consequenzen der Theorie kaum zu über- 
sehen sind. 
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Die Lichtbrechung in isotropen und durchsichtigen 

Körpern. 

§ 97. Emleitong. 

Je mehr Erscheinungen in der Lehre vom Lichte auf- 
treten und je mehr Beziehungen zwischen dem Lichte und 
anderen Naturerscheinungen gefunden werden, umso schwieriger 
wird es, eine Theorie des Lichtes zu entwickeln. Nach der 
Emissionstheorie des Lichtes, welche im Allgemeinen Newton 
zugeschrieben wird und von demselben mathematisch behandelt 
ist, wird die Energie durch Lichtkörperchen übertragen, die 
von dem leuchtenden zu dem beleuchteten Körper wirklich 
übergehen. Die Lichtkörperchen vermögen dabei ihre kinetische 
Energie als auch eine gewisse andere Form der Energie, die 
sie in sich au&ehmen können, mit sich fort zu f&hren. Im 
vorigen Jahrhundert reichte die Emissionstheorie aus, die be- 
kannten Erscheinungen zu erklären. Allein die Emissions- 
theorie liess sich nur sehr schwer weiter entwickeln; dies trat 
besonders im Anfange unseres Jahrhunderts bei den grossen 
Entdeckungen in der Optik hervor, welche wirYoung, Fresnel 
und Malus verdanken. Im Gegensatze zur Emissionstheorie 
entwickelte Fresnel seine erste Form der UnduUUionstkeorie, 
welche ursprünglich von Huygens herrührt; hierbei werden 
die Lichtwellen als longitudinale betrachtet. Nach der ündn- 
lationstheorie ist der Raum zwischen dem leuchtenden und dem 
erleuchteten Körper mit einem materiellen Medium angefällt 
Durch die Wirkung der Theilchen dieses Mediums auf ein- 
ander wird die Energie, welche vom leuchtenden Körper aus- 
gesandt wird, von Theilchen zu Theilchen durch das Medium 
fortgeleitet bis zum erleuchteten Körper. Demnach ist das 
betrachtete Medium der Träger der Energie während des 
Ueberganges des Lichtes von dem einen Körper zum anderen. 
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Die ündulationstheorie hat manche Vorzüge gegenüber der 
Eümissionstheorie. Namentlich werden die Interferenzerschei- 
nongen in natürlicher Weise durch die ündulationstheorie er- 
klärt, dasselbe gilt auch zum Theil von den Erscheinungen 
der Doppelbrechung. Aber die Erklärung der Polarisation des 
Lichtes durch diese ündulationstheorie bot nicht unerhebliche 
Schwierigkeiten, welche nur dadurch überwunden werden 
konnten, dass man die Richtung der Lichtschwingungen senk- 
recht zur Strahlenrichtung annahm. Da Fresnel zugleich 
festhielt, dass das Medium, der Äeiherj in welchem die Licht- 
schwingungen fortgepflanzt werden, ein flüssiger Körper ist, 
so stiess er auf einen hartnäckigen Widerstand, indem nament- 
lich Poisson mit Becht geltend machte, dass transversale 
Schwingungen nie in einem flüssigen Körper fortgepflanzt 
werden können. Obwohl die ündulationstheorie in ihrer ur- 
sprünglichen Form keineswegs einwurfsfrei und in mancher 
Beziehung auch unzureichend war, indem unter anderem die 
FarbenzerstreuuTig nicht aus derselben abgeleitet werden konnte, 
so war ihre Entwicklung doch der Emissionstheorie gegenüber 
ein gewaltiger Fortschritt. 

Da es nicht möglich ist, das Licht als Schwingungen in 
einem elastischen Medium zu betrachten, nicht einmal unter 
der Annahme, wie später gezeigt wird, dass dal Medium ein 
fester Körper ist, so müssen wir auf einem anderen Wege 
nach einer Erklärung der Erscheinungen in der Lehre yom 
Lichte suchen, unter den Bestrebungen der neueren Zeit 
nach dieser Bichtung hat besonders die yon Maxwell ent- 
wickelte electromagnelische Lichttheorie besondere Vorzüge. Nach 
der Auffassung von Maxwell ist das Licht auch eine Wellen- 
bewegung, aber es besteht in periodischen electrischen Strö- 
mlingen odeir Verschiebungen in den schlechten Leitern, die 
an die Stelle der Aetherschwingungen in der Theorie von 
Fresnel treten. Maxwell hat dabei die Geschwindigkeit des 
Lichtes im leeren Baume sowohl wie in den durchsichtigen 
Körpern auf electrischem Wege bestimmt und ist dabei zu 
Besultaten gelangt, welche sehr gut mit den Thatsachen 
übereinstimmen. Auch die Polarisation und Doppelbrechung 
können in einfacher Weise aus Maxwell's Theorie entwickelt 
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werden y ebenso ist es gelangen, die Farbenzerstreuung aus 
derselben zu erklären. 

Da die Formeln yon Fresnel für die nachfolgenden Be- 
trachtangen grosse Bedeatang haben , so wollen wir dieselben 
zanächst entwickeln. Hier seien nur karz noch die Hauptsätze 
der Lichtlehre erwähnt, welche für alle isotropen und roll- 
kommen durchsichtige Körper gelten. Die Eenntniss dieser 
Hauptsätze ist für die Ableitung der Formeln von Fresnel 
nothwendig, aber nicht hinreichend. 

I. Das Licht pflanzt sich in einem und demselben Medium 
mit einer Geschwindigkeit fort, die von der Stärke des Lichtes 
unabhängig ist, aber von der Wellenlänge des Lichtes abhängt 
Li verschiedenen Medien hat die Lichtgeschwindigkeit Tcr- 
schiedene Werthe. 

II. Trifft ein Lichtstrahl auf eine ebene Fläche, welche 
verschiedene Medien von einander trennt, so tritt eine Bredmui 
und eine Reflexion ein. Alle drei Strahlen, d. h. der einfallende, 
der gebrochene und der reflectirte Strahl liegen in einer und 
derselben Ebene, welche zur brechenden Fläche senkrecht ist. 
Ist u der Einfallswinkel, ß der Brechungswinkel und y der 
Reflexionswinkel, so haben wir 

Y = cc und sin a / sin /9 = iV^. 
Das Brechunffwerhältniss iV ist für homogenes Licht constant. 
m. Ist 0) die Geschwindigkeit des Lichtes in dem Medium, 
in welchem die Reflexion stattfindet und w' die Geschwindig- 
keit in dem Medium, in welchem die Brechung stattfindet, 
so ist 

N^iwjo), und also miaJBmß = (ojto, 

IV. Das Licht kann als eine Wellenbewegung in einem 
Medium betrachtet werden, welches wir als Aether bezeichnen. 
Ob dabei an die Körper selbst oder an eine unbekannte Sub- 
stanz gedacht wird oder vielmehr an Veränderungen im elec- 
trischen oder magnetischen Zustande des Körpers, ist hier 
ganz gleichgültig. Wir wollen nur ausdrücken, dass die Licht- 
bewegung durch ein oder mehrere Glieder von der Form 

aco%{2ntlT+(p) 
ausgedrückt werden kann, wo a die Amplitude oder Sckujingtmgs' 
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weite, T die Schwingungsdauer, tf die Fhase und t die veränder- 
liche Zeit ist Die Liehtintenntät wird dann durch a^ aus- 
gedrückt 

y. Die Bewegung des Aethers ist senkrecht zur Richtung 
des Lichtstrahles, d. h. wir haben transversale Schwingungen, 
Die Bewegung kann entweder immer in derselben Sichtung 
erfolgen, dann haben wir einen geradlinig polarisirten Strahl, 
oder zwei oder mehrere Bewegungen der eben angegebenen 
Art versetzen die Aethertheilchen in eine Curvenbewegung, 
welche im allgemeinen eine elliptische ist. Lichtstrahlen der 
letzteren Art heissen elliptisch polarisirt Ist die Bahn des 
Aetheriheilchens ein Ereis, so ist das Licht circular polari- 
sirt üeber das natürliche Licht hatte Fresnel die Vorstellung, 
dass seine Schwingimgen ebenfalls senkrecht zur Sichtung des 
Strahles und geradlinig stattfinden, dass dieselben aber inner- 
halb einer sehr kurzen Zeit nach allen Richtungen erfolgen 
ohne irgend eine derselben zu bevorzugen. 

§ 98. IHe Formeln von I^esnel. 

Die ebene Fläche OP (Fig. 113) sei die Trennungsebene 
zweier isotroper durchsichtiger Medien. Die Geschwindigkeit 
des Lichtes in dem Medium über der Trennungsebene OP sei 6>, 
die Geschwindigkeit des Lichtes in dem Medium unterhalb 
der Trennungsebene sei a/. Ist N das Brechungsverhältniss 
des Lichtstrahles beim Uebergange vom ersten zum zweiten 
Medium, so haben wir (o >= Na/, Der Punkt in der ebenen 
Grenzfläche werde zum Anfangspunkte eines rechtwinkligen 
Coordinatensystems gewählt, die or-Axe sei senkrecht nach oben 
gerichtet, die y-Axe liege in der Einfallsebene, d. h. in der 
Ebene, welche durch das Einfallsloth LL' und den einfallen- 
den Strahl 80 gelegt ist. Die 2:-Aze ist also senkrecht zur 
Einfallsebene. Femer sei 80 Aqt einfallende, T der refiectirte 
und 0£ der gebrochene Strahl. Der Einfallswinkel ist mit a^ 
der Brechungswinkel mit ß bezeichnet. Die Amplitude der 
Schwingungen des einfallenden Strahles sei u^y diejenige der 
Schwingungen des gebrochenen und reflectirten Str^Jiles bezw» 
}i^ und tt,. Die Schwingungsebenen dieser Strahlen bilden mit 

Cbrlstiftiiteii-M&ller. Physik. 20 
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der Eünfallsebene Winkel, welche bezw. mit <p^, (p^j f^ be- 
zeichnet werden sollen. Die Componenten der Bewegung nach 
den Coordinatenazen sind für den einfallenden Strahl |^, tj^j ^^ 
für den gebrochenen Strahl 1,, tj^j ^ und für den reflectirten 
Strahl I3, fj^y ^3. Es ist femer zweckmässig eine Bezeichnung 




für die Bewegungscomponenten einzuführen, welche in der 
Einfallsebene liegen und zur Richtung der Strahlen senkrecht 
sind. Diese Bewegungscomponenten sollen für die drei Strahlen 
bezw. mit s^, s^, s^ bezeichnet werden. Wir haben dann 
folgende Gleichungen: 

Ii = «i8ma, i7i = *iCOSo?, «l* = «l* + ?l^ ^^Pi^^J^v 

(a) l3 = *3sin/9, i?, = *,C08/9, «,« = *,* + &*» ^yi^Ss/^r 

l8=-*88i^«> i?, = *3C0sa, «3*=V+^*» tg^^fs/'s- 

um ^3 und «3, sowie ^ und ^3 durch s^ und ^^ aus- 
drücken zu können, müssen gewisse Annahmen über das Ver- 
halten des Lichtes beim üebergange von dem einen Ifedium 
zum anderen gemacht werden. In dieser Hinsicht machte 
Fresnel folgende Voraussetzungen: 

L Beim Forganffe der Reflexion und Brechung geht kein 
Licht verloren oder die Summe der reflectirten und gebrochenen 
Zichtintensität ist gleich der einfallenden. Hierin ist nur der 
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Satz von der Erhaltung der lebendigen Kraft ausgesprochen, in- 
dem die kinetische Energie des einfallenden Strahles gleich 
der kinetischen Energie des reflectirten und gebrochenen Strahles 
ist. 0P8S' (Fig. 113) sei ein Cylinder, dessen Grundfläche OP 
die Fläche Ä hat und dessen Seitenlinie SO die Licht- 
geschwindigkeit (o ist. Bezeichnen wir mit q die Dichte des 
schwingenden Mediums, so hat die in dem betrachteten Cylinder 
enthaltene Lichtmenge die kinetische Energie L^ 
ij ^ \.Q .(o cos a.Ä. t£j*. 

Nach Verlauf einer Secunde ist diese kinetische Energie 
Tertheilt auf den reflectirten und den gebrochenen Strahl Die 
kinetische Energie Z, in dem reflectirten Strahle ist 

-^8 ~ i ' P • ^ cos u.A.u^ 

und die kinetische Energie L^ in dem gebrochenen Strahle ist 

i, = -J^ p' . 0)' cos /9 . -4 . tt,*, 

wenn q' die Dichte des schwingenden Mediums unterhalb der 
ebenen Grenzfläche ist. Nach der oben gemachten Annahme 
▼on Fresnel ist also 

ij = i/, + ij oder p cö (mi* — u^ cos a^ q' (o . u^ . cos ß. 

Berücksichtigen wir die Beziehungen 

(o ^ N ,(o und sin a ^ N. sin /9, 

so können wir der Gleichung die Form 

(b) p . (ttj* — t£g*) . sin a . cos a = p' m,* . sin /9 . cos ß 

geben. 

Liegen die Schwingungen des Strahles in der Einfalls- 
«bene, so ist «^ = «^, und wir erhalten 

{c) p . («j* — *,*) . sin a . cos a = p' . *,* . sin /9 . cos /9. 

Sind aber die Schwingungen des Lichtstrahles zur Einfalls- 
•ebene senkrecht, so ist u^ ^ ^^ und demnach 

(^) P{?i* "" ^*)8ina.cosa = p'.^*.8in/9.cos/9. 

n. Femer nahm Fresnel an, dass die Schwingungs- 
Komponenten des Lichtes parallel mit der Grenzfläche unmittelbar 
unterhalb und oberhalb derselben gleich gross sind. Liegen die 

20* 
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Lichtschwingnngen in der Einfallsebene, so ist also nach dieser 
Annahme rj^ + fj^ = rj^ oder 

(e) («j + «3) cos a = «3 . cos ß. 

Sind die Schwingungen aber zur Einfallsebene senkrecht, so 
erhalten wir 

(f) ?!+?, = &• 

Aus (c) und (e) ergiebt sich 

J *j = «j . 2 p . sin a . cos a / (p . sin a . cos /9 + ()'. cos a . sin/J), 
\ «,=*j(p.sina.cos/9— p'.co8a.sin/S)/(().sina.cos/9+()'.co8a.8m|S), 
und aus (d) und (f) 

2 Q. sina. COB al{Q. sin a. cos CC+ p\ sin /9 . cos/?), 
sin£^.cosa*-p'.sin/9.co8/^/((>.sincr.cosa+p'.8in/?.cos|?). 

m. Da das Yerhältniss zwischen q und q' gänzlich un- 
bekannt ist, so musste Fresnel eine dritte Annahme machen, 
und zwar setzte er in verschiedenen Medien gleiche Elasäeitätj 
eiber verschiedene Dichte des Äethers voraus. Demgegenüber 
hat F. E. Neumann die Annahme gemacht, dciss die Dichte 
des Äethers für alle Medien dieselbe^ dass aber die Elasticität für 
verschiedene Medien verschieden sei. Weil Fresnel den Aether 
als einen luftförmigen Körper betrachtete, so war seine An- 
nahme natürlich, aber dieselbe ist nicht berechtigt, wie wir 
vorhin schon bemerkt haben. Fresnel nahm femer an, dass 
Q) und 0)' in derselben Weise wie in der Elasticitätslehre aus- 
gedrückt werden könnten [vergl. § 85 (k)] und setzte demgemäss 






Ist aber nach der Annahme Fresnel's ju = ju', so erhalten wir 

(i) Q lQ = o}^lm^=NK 

In Rücksicht auf die dritte Annahme erhalten also die 
Gleichungen (g) und (h) die Form 

«3 = «j. 2 cos«, sin/?/ (sin (a + /9) cos (a — /S)) , 
f, = fi . 2 cos a . sin /9 / sin (a -f /?), 
*8= -*itg(a-/S)/tg(a + /?), 
fs =^ - fi 8in(a - /?)/sin(a + ß). 
Diese Formeln rühren von Fresnel her. 



(k) 
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Die ErfeJinmg kann durch den Versuch allein über den 
Werth dieser Formehi entscheiden. Aus dem Ausdrucke für 
^3 ergiebt sich nämlich, dass «3 == ist, wenn a + ß = \n ist 
oder wenn tga= N ist. Brewster hat gezeigt, dass das Licht, 
welches nach der Definition von Malus senkrecht zur Einfalls- 
ebene polarisirt ist, nicht reflectirt wird, wenn tga =^ N ist. 
Diesen Winkel nennt man* den Polariscttiaruwinkelf bei welchem 
der reflecärte Strahl mit dem gebrochenen einen rechten Winkel 
einschliesst Dieses stimmt also mit der Erfahrung überein, 
wenn man davon ausgeht, dass die Schwingungen im polarisirten 
Lichte zur Polarisationsebene senkrecht sind. Im Ganzen zeigen 
die Versuche über die Intensität des reflectirten Lichtes gute 
Uebereinstimmung mit Presnel's Formeln. 

Die Schwingungsebene des einfallenden Strahles bildet, 
wie oben angegeben, mit der Einfallsebene den Winkel ^j, 
während der entsprechende Winkel für den reflectirten Strahl 
^3 ist. Brewster hat gefunden, dass 

tg^j = tgy)i.cos(a-/?)/cos(a + /J). 

Dieselbe Gleichung ergiebt sich auch aus den Formeln von 
Fresnel, indem 

*g98=f8/*3=fi<508(a-/9)/*iCOs(a+/9)=tgyi.cos(a-/?)/cos(a+/?). 

Diese Uebereinstimmung spricht also für die Richtigkeit von 
Fresnel's Formeln. 

Fresnel nahm an, dass die Elasticität des schwingenden 
Mediums zu beiden Seiten der brechenden Fläche dieselbe ist. 
Wir haben gesehen, dass diese Annahme ziemlich willkürlich 
ist. Demgegenüber nimmt F. E. Neumann an, dass p = p' 
ist. Wir erhalten dabei aus (g) und (h) 

«3 = 2 sin a . cos a . Äj / sin {a + /?), 
(1) J $3 = 2 sin a . cos a . ^1 / sin (a + /?) cos (a — /?), 

l#3 = 8in(a-/9).*i/sin(a + /?), ?« =^(«-/^-?i/^(« + /')- 
Diese Gleichungen stimmen unter der Voraussetzung, dass die 
Schwingungen in der Polarisationsebene stattfinden^ ebenso gut 
mit den Resultaten der Versuche überein, wie die Gleichungen 
von Fresnel. 

Wir betrachten noch die Bewegungscomponente nach der 
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Bichtung des Einfallslothes beim Uebergange von einem Medium 
zum anderen. Die Componente oberhalb der Grenzfläche ist 
ii + i^f unterhalb derselben aber |,. Aus (a) und (g) er- 
halten wir 

li + I3 = 2()'.sina.cosa.8in/9.*i/(().8ina.co8/?+p'.co8flp.siii/J), 
^^=^2Q.Bmu.coBa.smß .s^ I {q. sin a. cos ß + q\ cos a.smß). 
Daraus ergiebt sich also 

li +!, = ?,.?'/(>. 
Nehmen wir mit F. E. Neumann an, dass q = q ist, so er- 
giebt sich li + I3 = I29 ^' ^* ^^ Schwingungscampanenten senk- 
recht zur Grenzfiäcfie sind oberkalb und unterkalb derselben gleüJi 
gross. Bei Fresnel's Annahme erhalten wir aber 

(m) li + ls = A^*-l2- 

Die Gleichungen von Fresnel stimmen nur völlig mit 
den Erfahrungen überein, wenn das Brechungsverhältniss un- 
gefähr 1,5 ist; es zeigt sich, dass nur in diesem Falle beim 
Polarisationswinkel «3 = vird. In anderen Fällen wird s^ 
ein Minimum, aber yerschwindet nicht. Man hat auf ver- 
schiedene Weise versucht, dieses zu erklären. L. Lorenz 
nimmt zur Erklärung an, dass der üebergang von dem einen 
Medium zum anderen nicht plötzlich geschieht, sondern durch 
eine Schicht von ausserordentlich geringer Dicke. 

§ 99. Die eleotromagnetiaohe Liohttheorie. 
Im §* 94 haben wir gesehen, dass sich die electrischen 
Schwingungen im leeren Baume und in einer grossen Anzahl 
Isolatoren mit der Lichtgeschwindigkeit fortpflanzen. Aus 
diesem Grunde liegt die Annahme nahe, dass das Licht in 
electrischen Schwingungen besteht. Wir haben ferner im 
§ 94 gesehen, dass eine ebene Welle der electrischen Kraft 
und der magnetischen £raft parallel ist. Im einfachsten Falle 
ist die electrische Kraft F zur magnetischen Kraft M senk- 
recht. Ist die Permeabilität des Mediums (i=l, was näherungs- 
weise ftLr die meisten der isolirenden Körper der Fall ist, so 
haben wir nach § 94 
(a) M^NF, 

wo N das Brechungsverhältniss Ät. 
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Wir entwickeln nun die gewöhnlichen Ausdrücke für das 
reflectirte und durchgehende Licht und betrachten zunächst 
die Qrenzbedingungen. Da kein freier Magnetismus vorhanden 
ist und da die electrische Stromstärke überall endlich ist, so 
ändert sich die magnetische Kraft continuirlich beim üeber- 
gange von einem Medium zum anderen. Wir nehmen die 
brechende Fläche als yz-Ebene und die ^r-Achse dem Ein- 
faUsloth parallel. Sind a^ ßj y die Gomponenten der magne- 
tischen Kraft auf der einen Seite der brechenden Fläche und 
«', /S', / die Componenten auf der anderen Seite derselben, 
so ist demnach 

(b) « = «', /? = /?', y = /. 

Die electrische Ejraft rührt theilweise von der Induction 
her, theilweise von freier Electricität auf der brechenden 
Fläche. Die Oberflächendichte auf der letzteren sei er. X, y, Z 
seien die Componenten der electrischen E[raft unmittelbar 
oberhalb der brechenden Fläche und X\ T, Z' die Gomponenten 
unmittelbar unterhalb der brechenden Fläche. Dann haben wir 
nach § 66 (h) 

4na^X'^KJ\ Y=Y\ Z^Z\ 

Die Componenten der electrischen Bjraft, welche der brechenden 
Fläche parallel sind, ändern sich also stetig beim Uebergange 
von der einen Seite der brechenden Fläche zur anderen. 

80, OB und 7 (Fig. 114) seien bezw. die Eichtungen 
des einfallenden, des gebrochenen und des reflectirten Strahles. 
Die Richtung der moffnetischen Kraft M^ liege in der Einfalls' 
ebene und die electrische Kraft ist also zu dieser Ebene senkrecht. 
Nach der im § 94 gegebenen Regel ist die electrische Kraft 
nach innen gerichtet und senkrecht zur Ebene der Zeichnung. 
Da die magnetische Kraft sich continuirlich ändert, so er- 
halten wir in ßücksicht auf die in der Figur 114 angegebenen 
Richtungen 

(d) J<i . cos a — -Jfj . cos a = JM^ . cos /9, 

(e) J^ . sin a + -J^ . sin a = Jl^ sin/9. 

Da auch die electrische E[raft sich continuirlich ändert, so ist 
(0 F^+F^ = F^. 
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Nach der Gleichung (a) haben wir aber 

M^^F,, M,^F, und M,==NF,, 
wenn JV= sin a/ sin /9 das Verhältniss zwischen den Geschwindig- 
keiten in dem ersten und zweiten Medium ist. Demnach sind 
die Gleichungen (e) und (f) identisch. Aus (f) und (d) er- 
halten wir 

F^ .2.cosa.sin/?/sin(a + ß)\ 

ß)lHixi{a + ß). 

Sodann sei die Richtung der elektrischen Kraft der Einfalk- 
ebene parallel (Fig. 11 5), Sind die electrischen Strafte positiv 
in den in der Fig. 115 angedeuteten Richtungen, so gehen die 



(g) 



I F^=^ F^. 2.C0S ce . sii 
|j^3=:-^,sin(a-^ 




Fig. 114. 



Fig. 115. 



positiven Richtungen der magnetischen Kräfte für die Strahlen 
SO und OB nach aussen, fllr den Strahl OT aber nacH innen. 

Die Grenzbedingungen lauten 
(h) F^.cosa + F^.cosa = jP, .cos/?, 

(i) M,-M, = M,. 

Auch hier ist M^=^ F^, M^ — F^, ^ = NF^ , sodass 

[ /'g = J^j . 2 cos a . sin /9 / sin (a + /?) . cos (a — /?) und 
^s=-^i-tg(a-/?)/tg(a.f/?) 
wird. 



(k) { 
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Die Gleichungen (g) und (k) entsprechen den FresneT- 
schen Gleichungen § 98 (k). Die electromagnetische Zieht-, 
thearie fuhrt also zu denselben Remltaten, welche die Formeln von 
Fresnel ergeben, wenn die electrische Krafi mit den Schvnngungs- 
richtungen nach Fresnel parallel ist 

Mit Hülfe des im § 96 entwickelten Satzes von Poynting 
können wir femer zeigen, dass die Energie, welche während 
einer gegebenen Zeit der brechenden Fläche durch den ein- 
Menden Strahl zugeführt wird, gleich derjenigen Energie ist, 
die im zurückgeworfenen und gebrochenen Strahle fortgeführt 
wird. Da in dem betrachteten Falle die Sichtung der elec- 
trischen Kraft zur Sichtung der magnetischen Kraft senkrecht 
ist, so ist die Energie, welche in einer Secunde durch die 
Flächeneinheit hindurchgeht, gleich FMFjin. Die Grenz- 
fläche S erhält in der Zeiteinheit die Energiemenge 1/49K. 
FMy^ jPj . S cos a. In derselben Weise bestimmen wir die 
reflectirte und durchgegangene Energiemenge und haben dann 

ll'kn.FHt^F^.S.cosa=ll4n.KM^Fy8.cosß+ll4n.FM^F^.S.co9a 

oder 

(üfj Fy^ - M^ F^).cos a^M^F^. cos/9. 

In Rücksicht auf die Beziehungen zwischen der elektrischen 
und magnetischen Kraft erhalten wir dann 

{F^ - F^ cos a = NF^ . cos/9 . 

Diese Gleichung ist erfüllt, wenn die electrische Kraft 
zur Einfallsebene senkrecht ist oder zur Einfallsebene parallel 
ist. Dieses ergiebt sich aus den Gleichungen (g) und (k). 

§ 100. Die Gleichungen der electromagnetischen Lichttheorie. 

Betrachten wir nun solche Körper, in denen keine Ab- 
sorption des Lichtes stattfindet und in denen die Geschwindig- 
keit des Lichtes nach allen Richtungen hin gleich gross ist, 
so haben wir nach § 93 (e) ftlr die electrische Kraft die 
Differentialgleichungen 

f i/o>».ö«x/ö<» = v*x, i/cö».ö«y/ö^ = v*r, 

^^^ \ llcj^.d^Z/dfi^V^Zy dX/dx + dridy + dZIdz^O. 
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Die Grenzbedingungen ergeben sich aus der Bemerkmig^ 
dass die der Grenzfläche parallelen Gomponenten der elec- 
trischen und magnetischen Kräfte zu beiden Seiten der Grenz- 
fläche gleich gross sind. Ist die x-Axe zur brechenden Fläche 
senkrecht, so haben wir also 
(b) r=r, Z=^'; /9 = /9', y = /. 

Die beiden letzten der Bedingungen (b) können wir auch nach 
§ 93 (c) in der Form 

j dXjdz^dZjdx^dr ldz--dZ' ldx\ 
^^^ XdYjdx-dXjdy^dY'ldx'^dX'ldy 

darstellen. 

Eine ebene Licktweüe bewege sich in einer Sichtung, die 
mit den Axen Winkel bildet, deren Cosinus Z, m, n sind. Im 
Anfangspunkte sei die electrische Kraft f ausgedrückt durch 

f==^ F. cos{2nt IT). 
In einem Punkte, dessen Coordinat^n x, y, z sind, ist die 
electrische Kraft dann 

/•= F. cos [2n I T{t - {Ix + my + nz)/ ö>)]. 

Bildet die Richtung der electrischen Kraft mit den Axen 
Winkel, deren Cosinus A, ju, v sind, so haben wir 

x^xf, r^(,f, z=^,>f. 

Diese Ausdrücke genügen den Gleichungen (b); damit sie auch 
die letzte der Gleichungen (a) befriedigen, muss 

IX + mfi + nt^ = 
sein, d. h. die Bichtung der electrischen Kraft ist zur Fort- 
Pflanzungsrichtung senkrecht 

OP (Fig. 116) sei die brechende Fläche. SO, OB mi 
OT seien bezw. der einfallende-, der gebrochene und der 
reflectirte Strahl. Das Coordinatensystem soll in derselben 
Weise liegen wie im § 98. Für die einfallende Welle, bei 
welcher die Sichtung der elektrischen Krafi in der FinfaBsebene 
liegt, können wir 

/=— cosa, m = sina, « = 0; 

A = sina, jti==cosa, i; = 
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setzen. Für den reflectirten Strahl haben wir 

l^cosa^ m = sinfl^, n = 0; 
A = — sin a, fi =^ cos a, v = 
nnd für den gebrochenen Strahl 

/=— C08/9, m = sin/9, n = 0, 

Ä = 8in/9, fi = cosßj v = 0. 

Ist aber die Richtung der electrischen Kraft zur EinfaUs^ 
ebene senkrecht^ so haben wir 

i = 0, /i = 0, if=l. 

Sind F^y F^y F^ die electrischen Kräfte für den einfallen- 
den ^ gebrochenen und reflectirten Strahl, wenn dieselben in 




Fig. 116. 

der Einfallsebene liegen, und sind Z^, Z^, Z^ die electrischen 
Kräfte für dieselben Strahlen senkrecht zur Einfallsebene, so 
haben wir 

rX^i^j.sina.cos ^, r=i^i.cosa.cos ^j, Z=Z^.cosF^y 
[ Tj = ^2n I T. (^ — (— orcosa +ysina)/a>)]. 



(c) 



E^ den gebrochenen Strahl erhalten wir, wenn a' die Licht- 
geschwindigkeit in dem anderen Medium ist 
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r,=>[2itlT.{t-{-xcosß+ysuiß)l(o')]. 



(d) { 
Für den reflectirten Strahl haben wir 

(e) { 



F^ = [29r/y. (^-(xcosa + ysina)/©)]. 

Zur leichteren Berechnung wollen wir an die Stelle der 
trigonometrischen Form 

(f) cos Ä (/— (— ar coB a + y sin a) j (o) 

den Ausdruck 

/g\ ^ft<(< — (— xcosa -f ysina)/«») 

setzen, wo i = y— 1 und k = 2n / T ist. Aus dem endUchen 
Resultate wird nur der reelle Theil von (g), nämlich (f) ent- 
nommen. Beide Ausdrücke genügen derselben Differential- 
gleichung und deshalb kann bei der Berechnung der eine an 
die Stelle des anderen treten. 

Wenn die Brechung an einer ebenen Fläche vorgeht, so 
können wir demnach an Stelle der Ausdrücke (c), (d) und (e) 
die folgenden setzen 

( J= jPj.8ina.e**('-^-*^" + «'"*^">/'*'), 
(h) . r=^j.cosÄ.e**('-<-*^« + y"^«)/«'), 

Z =s Z ,^*«('— (—««**» + y»****»)/*»)* 

r X=i^j. sin /9. «**('-<-'«* '^+y'^'^'*"'), 

(i) . r= J^,.co8/9.e*'('-"(~'«*'^+y"*^^^**''), 

Z^Z .^fc'O-^-^co^/'+y^'^Ä/®')- 

Z= -i^'j.sina. «**(*-('**■" + »"*"">/'*'), 
k) r=i^3.cosa.tf*'('-^*«*" + «''^">/~\ 

Z SS Z . ^**('-"(*«>B« + y"^ «)/»). 

3 

Hierdurch sind die Gomponenten der electrischen Kraft f&r 
den einfallenden, gebrochenen und reflectirten Strahl aas- 
gedrückt. 
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Um* die Bedingungen (b) und (c) zu erf&llen, ist zunächst 
erforderlich, dass 

sin a / a> = sin /9 / ©'. 

Da die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten a> und (o Qonstant 
sindy so können wir 

N ^%maj sin ß 

setzen^ wo N das constante Brechungsverhältniss ist. 
Nach den Gleichungen (b) haben wir 

(1) (/i+^3)cosa = ^,. cos/9; Z^ + Z^^Z^. 

Aus (c) ergiebt sich 
(m) I (^i-J^s)8m/? = ^,.sin«; 

[ {Z^ — Z^ cos a.%mß == Z^.Auu. cos /?. 

Aus (1) und (m) erhalten wir die Fresnel'schen Gleichungen' 
[§ 98 (k)] für die reflectirte und gebrochene Welle. Die Auf- 
gabe ist gelöst, wofern nicht ß imaginär ist. Dieses tritt ein, 
wenn sin ^ > 1 , also mia> N ist. In diesem Falle müssen 
wir den vollständigen Ausdruck (i) und (k) für die Licht- 
bewegung benutzen. 

Ist die electrüche Kraß zur EinfaUsebene senkrecht, so ist 
die reflectirte Welle durch den reellen Theil des Ausdruckes 

(n) -^i.sin(a-/?)/sin(a + /?).«*'(*-(•««« + y'^«>/«) 

bestimmt. Diesen Ausdruck erhalten wir mit Hülfe der letzten 
der Gleichungen § 98 (k). Da aber 



cos/9 = yi-sin^a/iV«, 
und also 



(o) Ni . cos /9 =: l/sin" a - JV« 

isty so haben wir 

— sin (a — /9) / sin (a + ^ 



= (cos a + i ysm* a — N^) j (cos a — i'ysin*« — iV*). 
Setzen wir nun 



(p) cosa= Ccos-J-y, ysin*a — iV» =s C.sin-J-y, 

so ergiebt sich 
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(q) tg|y = ySn^a-rÄ^/co8a, C«=l-i\^*; 

(r) — 8in(a — /9)/ 8m(a + /S) = e^r. 

Der reelle Theil des Ausdruckes (n) lautet also 
(s) Z^ . cos [A (^ — (j: cos a + y ain a) / o>) + y]. 

Demnach ist die Reflexion vollständig^ da die Componente Z^ 
sowohl im Ausdrucke für die einfallende als in dem Ausdrucke 
für die reflectirte Welle auftritt. Aber während bei der ge- 
wöhnlichen Reflexion keine Phasendififerenz für die beiden 
Wellen auftritt, haben wir in dem betrachteten Falle die 
Phasendifferenz /, welche sich aus (q) bestimmen lässt. 

Sind die electrischen Kräfte für die einfallende Welle parallel 
der EinfaUsebeney so bestimmen wir den reellen TheU des 
Ausdruckes 

(t) -i^i.tg(a-/?)/tg(a + /?).«*'('-(*«>•« + y"^«>/«). 
Benutzen wir die Gleichung (o), so ergiebt sich 

tg(og-^ /tg(e. + /3) 

= (iV*.cosa + i y sin* a — IP) j {N^ . cos a — i ]/ sin^ a — iV*). 
Wird 

(u) i\^>.cosa = 2?.cos|*; y%m^a-N^ ^ D .^\n\8 
gesetzt, sodass 

f tgi5 = ]/8m*'^^^rP/iV^*cosa, 
^^^ I B^ = N^. cos«« - JV^« + sin«a 

ist, so erhalten wir 

(X) tg(a-./J)/tg(a + /9) = e<^. 

Der reelle Theil von dem Ausdrucke (t) wird also 
(y) — F^ cos [Ä {t — (o: cos « + y sin a)j(ü) + J]. 

Die Reflexion ist also vollständig. Zur Bestimmung der 
Phasendifferenz S zwischen der reflectirten und der einfallenden 
Welle dient die Gleichung (v). Aus (q) und (v) erhalten wir 

tg-|.(J — y) = "j/sin^a — iV^* / sin a tg a. 

Ist «0 der Grenzwinkel der totalen Reflexion^ so ist JV=8inÄj, 
und wir haben demnach 



(z) tg^(*-/) = ysin(a + aJ.8in(a-ao)/8inatga. 
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Da S und y von einander verschieden sind, so ist ein linear 
polarisirter Lichtstrahl, dessen Schwingungsebene einen be- 
liebigen Winkel mit der Einfallsebene bildet, nach der Reflexion 
elliptisch polarisirt. 

Ist die eUctrische Kraft zur EinfalUebene senkrecht^ so ist 
das durchgehende Zieht durch den reellen Theil des Aasdruckes 

(a) ^i.2cosasin/9/8in(a + /9).e**(*-(-*«*'^+s'"*"'^/«') 

bestimmt. 

In Rücksicht auf (p) ist 

2 cos asin/9/ sin (ä + /?) = 2 cos a/ C. e'l^^r 
und 

(— arcos/9 + y%mß)j(o = (ixysin^a — N^ + ysina)/ w. 

Der reelle Theil von (a) ist demnach 

iß) 2co8a/C.e**V»in««-2^/«> .Zi.co8[Ä(^-y8ina/o>) +|y]. 

Da C* = 1 — JV^ ist, so erhalten wir fEb: die Intensität des 
durchgehenden Lichtes^ wenn mit X die Wellenlänge bezeichnet 
wird, 

4cos»a/(l-iV^«).^i«.e*««Vrin««--ftr«/A. 

In dem betrachteten Falle tritt also auch eine Licht- 
bewegong auf, welche dem gebrochenen Strahle bei der ge- 
wöhnlichen Brechimg entspricht; aber dieselbe ist nur merk- 
lich in sehr geringem Abstände von der brechenden Fläche. 

Aehnliche Resultate ergeben sich bei der Untersuchung 
des gebrochenen Strahles, wenn die electrische Kraft des ein- 
fallenden Lichtes der Einfaüsebene parallel ist 

Anmerkung: um den reellen Theil eines Ausdruckes von 
der Form (n) zu erhalten, kann man auch folgende Methode 
benutzen. Dem Ausdrucke (n) wird die Form 

{Ä + Bt).e^y = C^ + Bt){cos\p + isinrp) 

gegeben. Der reelle Theil hiervon ist 

jB = j^ . cos t/; — J? . sin 1// . 

Setzt man nun Ä^ C.cosy, jB = C.siny, so ergiebt sich 

ir) Ä=: C.cos(t/; + y), 
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Setzen wir nun 

* a . cos ß I (o ^Uy ka. cos af (o ^v, 
so können wir die letzte Bedingung in der Form 

(b) Z^.e-""' + Z^.e""' = Z, .e— * 
schreiben. 

Für x^O haben wir femer 

dZ' Idx^dZ/dx, 
und ebenso f&r x =: — a 

dZ'jdx^drjdx. 
Diese Bedingungsgleichungen ergeben 

(c) {Zy — -^j) cos a . sin/? = {Z^ — Z^ sin a . cos/J 
und 

(d) {Z^ . «-"* — ^^ . e"*) sin a . cos/9 = ^5 . «""'* . cos a. siir/f. 
Aus (b) und (d) ergiebt sich 

Z^IZ^ = «""^"^.sinC« - /9)/8in(a -f /?), 
oder, wenn sin (a — /ff) / sin (a + /9) = e i0l^ 

Aus (a) und (c) ergiebt sich zuif&chst 

Z,IZ,^{^sZ, + Z,)I{Z,-^bZJ, 
und also 

(e) ^,/^, = -(«•'- «-')/(!/«. «"'-«-O- 
Wenn N grösser ak 1 ist, so ist u stets reell, und wir können 

Z^l Zj^ = — 2i«.8intt/[(l — fi*)costt + (1 + «*)t.sinw] 

setzen. Bezeichnen wir die Intensität des reflectirten Lichtes 
mit C^, so erhalten wir durch die am Schlüsse des § 100 an- 
gedeutete Methode 

C" = ^i«.4fi«.8in««/[(1 -€«)« + 4««. 8in«u]. 

Weil aber 

Ä = 2iw/r=2»ö?/A und u = 2n.N.cosß.alX 

ist, so ergiebt sich 
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^^ 1 +4B\sm^{2nN.coBß.alk)]. 

Demnach wird kein Licht reflectirt, wenn 
2n N . cos ß . a / k =^ p n 

ist, wo p eine ganze Zahl bedeutet. Dieses Resultat ist be- 
sonders bei der Untersuchung der Newton'schen Ringe von 
Bedeutung. 

Tsk dagegen N< 1 und zugleich sin a> N^ so wird ß 
imagin&r. Tn diesem Falle können wir die Gleichung (f) nicht 
mehr benutzen. Daim haben wir nach § 100 (o) 



Ni.cosß ^ ysin *a — A''* 
und demnach 

«i = 27t a I X. "j/sin ^a ^N^. 

Nach § 100 (r) ist « = — e^*^. Setzen wir femer mss^uiy so 
erhält die Gleichung (e) die Form 

Bezeichnen wir mit C^ die Intensität des reflectirten Lichtes. 
80 ergiebt sich in derselben Weise wie vorhin 

(g) C^ = ^,M/[l+48inV/(^"-^"")T, 

wo 

*g i 7' = y sin* a ^ N^ /cos cc 
und 

m = 2!;ra/A.ysin2a-W'2 ist. 

Die Verhältnisse, welche wir hier betrachtet haben, treten 
bei zwei durchsichtigen Körpern auf, welche durch eine Luft- 
schicht getrennt sind. Ist die Dicke der Luftschicht sehr viel 
grösser als die Wellenlänge des Lichtes, so tritt eine voll- 
ständige Reflexion ein. Dieses ist in üebereinstimmung mit 
der Gleichung (g), welche für den betrachteten Fall C^ = Z^^ 
ergiebt Ist dagegen a im Vergleiche zur Wellenlänge klein, 
so sucht alles Licht durch die Luftschicht zu dringen. In 
Folge dessen zeigt sich der schwarze Fleck, wenn die Hypo- 
tenusenfläche eines rechtwinkligen Glasprisma auf eine Fläche 
einer convexen Linse mit grosser Brennweite gelegt wird. Ist 

21* 
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der Einfallswinkel a im Glasprisma kleiner als der Grenz- 
Winkel der totalen Reflexion, so zeigt sich ein danUer Fleck, 
umgeben von farbigen Bingen; ist aber der EinfiaUswinkel 
grösser als der Grenz winkel der totalen Reflexion, so ver- 
schwinden die Ringe, aber der Fleck bleibt zurück. Der Fleck 
ist grösser bei Benutzung von rothem Licht, als bei Anwen- 
dung von blauem Lichte. Dieses Resultat ergiebt sich auch 
aus dem Ausdrucke f&r die Intensität des reflectirten Lichtes. 
Das durchgehende Licht ist complementär zum reflectirten 
Lichte. 

n. Ist aber die Richtung der electriechen Kraft des ein- 
fallenden Lichtes zur Einfaüsebene parallel^ so bestinmit sich 
die Lichtbewegung ausserhalb der Oberfläche Ä durch 

J=i^i.sina.tf**('-"(-**^"" + >'**^">^«') 

— jP, . sin a . e**('~("«*" + »■*"'•>/*'), 

7= jPj. cos «.«**('-(-*«*« + »'^")/") 

-f/;. cos«. e^'f'-^"««»'*»»^ «)/•>. 

Dagegen ergiebt sich die Lichtbewegung innerhalb der Platte 
aus 

J' = /;. sin /9. «**('-(-*«* '^ + y*^^/«') 
- jp; . sin /9 . e*'('-("«»^ + y»«^/^/«'), 
r=i^2.co8/9.tf**('-<-*"«*^ + y"^Ä/~') 
+ /'^.co8/9.«**('-^*^^ + y**^^/«') 
und ausserhalb der Oberfläche B aus 

X" = /l . sin a . ^**('-(-*~»« + y^«)». 
Y" = /l . cos a . «»<(<-(-•«»« + y-no)/«) 



Wir müssen nun die Constanten F^, F^, jP^, F^ bestimmen. 
Für x^Q geben die Grenzbedingungen, dass 7= F oder 

(t) (/; + ^3) cos « = (/; + F^i cos ß. 

Für j: =s — a haben wir ebenso 

jF, . cos /S . «-*<a.co8^/«,' + ^^ . cos/9 . «»««coBi?/«' 
= F^ , cos a . «—*<«. ooeo/»^ 
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Wenden wir dieselbe Bezeichnung wie firOher an, so ergiebt sich 

(i) F^.cosß. <?-*• + F^.cosß. tf «* = ^j . cos a . e^*». 

Für JT = haben wir femer 

dridx - dX/dy « dT'ldx - ö J'/öy, 
oder 

(k) (^1 - ^s)8m/? = (i; - F,)sm€c. 

Fnr X ^ -^ a gilt dieselbe Bedingung oder 

(1) F^ . sin Ä . e-«* — ^^ . sin a . «•' =5 jPg . sin/? . «-•*. 

Aus den Gleichungen (i) und (1) erhalten wir 

FJ F, ^ e-^-*.ig{a ^ ß) lig{a + ß). 

Setzen wir aber 

tg(«-/?)/tg(a + /?) = «', 
80 wird 

Aus (h) und (k) ergiebt sich 

^8 /^i = (- «' + «'• ^-'-*) /(l - «'".^-2"*) 
oder 

(m) i'3/ Ji = - (e«' -.-«*)/ (!/«'.«"• - «'-^—0. 

Hieraus erhalten wir die Intensität D^ des reflectirten Lichtes 
in derselben Weise wie sich der Ausdruck (f) aus (e) ergiebt 

v; ^ -^1 •(!-«'«)• + 4«'«. 8in«(27.JVcoB|9a/A)* 

Ist sinor > jy^ und demnach ß imaginär, so erhalten wir 
die Intensität des reflectirten Lichtes in folgender Weise. 
Wir haben 

«'=tg(a-/9)/tg(a + /?) = e^ 

wenn, wie im § 100 (u), 

gesetzt wird. Setzen wir femer «t = m, so ergiebt sich 

F^/F^ = (<?« - e-«)/(^"-^< - e-« + *'). 
Die Intensität D^ des reflectirten Lichtes ist dann 
(o) i>« = ^j». 1 / (1 + 4sin**/(e« - «-«)«), 
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indem 

ist. 

Die Ausdrücke (n) und (o) f&r die Intensität des reflec- 
tirten Lichtes^ für welches die Sichtung der electrischen Kraft 
der Einfallsebene parallel ist, führen im Wesentlichen zu dem- 
selben Resultate wie die Gleichungen (f) und (g), welche dann 
gelten, wenn die Richtung der electrischen Kraft zur EinMs- 
ebene senkrecht ist. Wir bemerken nur noch, dass J)^ nach 
der Gleichung (n) verschwindet, wenn «'=0 oder (a + /?) = ^5r 
ist; in diesem Falle ist der Einfallswinkel gleich dem Polari- 
sätionswinkel. 

§ 102. IHe Doppelbrechung. 

Bisher haben wir angenommen, dass die Grösse der 
Bielectricitätsconstante K von der Richtung der electrischen 
Kraft unabhängig ist. Indessen hat namentlich Boltzmann 
gezeigt, dass die Dielectricitätsconstante in den Krystallen 
verschiedene Werthe annimmt, und dass dieselbe von der 
Richtung der electrischen Kraft abhängt. In drei zu einander 
rechtwinkligen Richtungen, welche den Coordinatenaxen x, y, ; 
entsprechen, habe die Dielectricitätsconstante die Werthe £j, 
K^j Ky Dann treten an die Stelle der Gleichungen § 93 (a) 
die folgenden 
(a) u^XJ^n.dXjdt, v^KJ^n.dYjdt, w^K^l^n.dZldt 

Die Gleichungen § 93 (d) und (c) lauten 
Kjr.dX/dt^drldy-dßldz, K^Kdr/dt^daldz^drlöx, 

K^ir.dZldt^dßldx--dajdy, 
und wenn wir die magnetische Permeabilität ju = 1 setzen, 
-Ijr.daldt^dZjdy^dYldz, 
-^Ijr.dßjdt^dXjdz^dZjdx, 
^llF.drldt = dridx--dXldy. 
Setzen wir femer 

a»=F»IK„ b*=r»IK„ c»^niK„ 
/= dXIdx + dr/dy + dZjdz, 
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80 erhalteti wir 

■ l/a».e«X/Ö^2= V'X-Ö//Öar, 

(b) llbKd^Yjdt^^V^T^dfldy, 

\ llc^.d^Zjdt^^v^Z^dJjdz. 

Eine ebene Weüe bewege sich durch den betrachteten Körper, 
Die Fortpflanzungsrichtimg derselben sei durch die Winkel 
bestimmty deren Cosinus l, m, n gind; die Richtung der elec- 
trischen Kraft f sei durch die Winkel bestimmt^ deren Cosinus 
Xf pLy V sind. Wir haben dann 

I x^xf, r^i^f, z^vf, 

^^^ \ /•= F. cos [2n IT.{t'' {Ix + my + nz) j a>)]. 

F ist constanty während die Fortpflanzungsgeschwindigkeit m 
allein von der Richtung abhängt, in welcher sich die Welle 
fortpflanzt. Aus (c) ergiebt sich 

und wenn 

(d) cos J = ZA + mpi, + nv ist, 

J=^2nj T(o.F.QOsS.mi\2nlT.{t^[lx + my + nz)jm)\. 

Aus der ersten der Gleichungen (b) erhalten wir 
(dO A-/.cos*=a>«.A/a«. 

Aus dieser Gleichung und den beiden zugehörigen ergiebt sich 

f (fl* — CO*) Ä = a* / . cos S^ {b^^co*)fi ^ b^m. cos 3, 

1 (c* — (ö*)i/ = c^n.cos*. 

Diese Gleichungen (e) benutzen wir zur physikalischen Defi- 
nition der Grössen a, b, c. Wenn q> =: a ist, so haben wir 
entweder / = oder cos S = 0. In letzterem Falle ist 

fi = V = und Ä = ± 1 
und zugleich auch / = 0. Demnach pflanzt sich eine ebene 
Welle, welche der or-Axe parallel ist, mit der Geschwindig- 
keit a fort, wenn die electrische Kraft derselben Axe parallel 
ist. In derselben Weise ergiebt sich die Bedeutung der 
Grössen b und c. Unter den optischen Elasticitätsaxen a, b, c 
verstehen wir die drei Richtungen im Körper, welche^ die 
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Eigenschaft haben, dass eine ebene Welle, Ar welche die 
electrische Kraft oder die Schwingungsrichtong der einen Aze, 
z. B. a, parallel ist, nach allen zur Axe a senkrechten Bich- 
tnngen mit der Geschwindigkeit a fortgepflanzt wird. 

Aus den Gleichungen (e) und (d) in Verbindung mit der 
Beziehung il* + jti' + i^' » 1 können wir die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit und die Kraftrichtung finden. Die Gleichungen (e) 
werden bezw. mnltiplicirt mit Z, m, n, und addirt, so ergiebt 
sich mit Bücksicht auf (d) 

a^Z« / (a* - a>«) + Ä^m» / (Ä» - 0)*) + c^n^ / (c« - 01») »= 1. 

Der Kürze wegen wollen wir ftü: diese Gleichung 

schreiben. Weil aber a* « a* — co* + w* ist, so haben wir auch 

Da ^/^ s 1 ist, so ergiebt sich 
(f) /«/(«' - <ö^ + wiV(** - G>^ + «V(^* - a>^ = 0. 
Diese Gleichung ist in Bezug auf a> vom vierten Grade. Da 
je zwei Wurzeln einander dem absoluten Betrage nach gleich 
sind, aber entgegengesetzte Vorzeichen haben, so hat die elec- 
trische Welle zwei Fortpfanzur^igeschtoindigkeiten coj und ai|. 
Der Gleichung (f) können wir die Form 

+ /«i«c« + rn^a^c^ + n>a*i« = 

geben. Ist / = 0, d. h. ist die ebene 
Welle der jr-Axe parallel, so haben 
wir 

Die Wurzeln dieser Gleichung lauten 




i, (o^=z^m^c^ + n^b^. 



Dieses Resultat können wir un8 
dadurch veranschaulichen, dass w 
vom Punkte (Fig. 118) in der y;2r-Ebene Linien ziehen, 
welche die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten angeben. Die 
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Endpunkte dieser Linien liegen dann auf zwei Corren; die 
eine entspricht cuj s a und ist ein Kreis \ die andere entspricht co, 
nnd ist ein Oval. Ist a > & > c, so hat die Curve, welche a>, 
entspricht, ihre kleine halbe Axe c in der y-Axe und ihre 
grosse halbe Axe b in der z-Axe. Das Verhalten der ebenen 





Fig. 119. 

Wellen, welche bezw. mit der y- und mit der z-Axe parallel 
sind, ist in Fig. (119) und (120) dargestellt. Besonders eigen- 
thümlich ist das Verhalten in der jrz-Ebene (Fig. 118). Wir 
haben nämlich f&r m =s 0, dass 

ist, wobei /' + n* = 1. Die Fortpflanzungsrichtung, f&r welche 
beide Geschwindigkeiten (o^ und o;, gleich sind, ergiebt sich aus 



/== ±y(a^-Ä>)/(a«-c«); n *= ± y(**-c^/(fl*-0- 



§ 103. IMa Disoosiion der Fortpflaniungigeiohwindigkeiten. 

Sind (o^ und w^ die beiden Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten derselben ebenen Welle, so haben wir nach der 
Gleichung § 102 (g) 



(a) 
und 



öj« + o,j« = P{b^ + c^ + m^{a^ + c^ + n^{a^ + *^, 



«1 



(ö, 



,j» == IH^c^ + m^a^c^ + n^aH^, 
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Ferner ist mit Bücksicht aof die Gleichung 

/> + m» + «* =» 1 
auch 

/«(*« - c«) + m*(a« - c^ + ««(ö* - **) 

« a« - c« - /»(a» - i») - n»(i» - c«). 

Itlit Hülfe dieser Beziehungen ergiebt sich aus der ersten der 
Gleichungen (b) 

(f) coi* — <öj* = ± («* — c^ . sin^i . sin iS^,. 

Aus (e) und (f) erhalten wir 



(g) 



I 2 Wj» = ö« + c« - (fl* - c«).cos(j&i - i?a), 
i 2 ö>j* = a" + c* - (a« - c«) . cos(Ji + ^,). 



a ist der grdsste, c der kleinste Werth der Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit. Dieses ergiebt sich^ wenn wir S^ «= E^ und 
E^ + S^ssn setzen. Ist die Wellennormale mit einer der 
optischen Axen z. B. mit Ä^ parallel, so haben wir ^^ = 
und cos \E^^l^y woraus ün^^to^^b folgt. Die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit ist also gleich der mittleren Elasticil&tsaxe. 

§ 104. IMe WeUanfl&che. 

Vom AnfjEüigspunkte des Coordinatensystems gehe eine ebene 
Welle aus, deren Normale mit den Axen Winkel bilden, deren 
Cosinus /, m, n sind. Nach Verlauf der Zeiteinheit hat die 
ebene Welle den Abstand m vom Coordinatenanfangspunkte. 
Gonstruirt man um sämmtliche Punkte der ursprünglichen 
Wellenebene die Wellenfl&chen nach Verlauf der Zeiteinheit, 
so ist die fortgepflanzte WeUenebene die Enveloppe der s&mmt- 
liehen Wellenfl&chen. Sind jt, y, z die Coordinaten eines 
Punktes der Wellenebene in der neuen Stellung, so haben wir 

(a) Ix + my + nz ^ (Oy 
wobei (o durch folgende Gleichung 

(b) P/(a« - ©«) + m^lip^ - ö)^ + n*/(c* - cö«) = 
bestimmt ist. Femer ist 

(c) P + m» + «'=l. 

Wenn /, m, n und femer zugleich o) sich ändern, so hüllen 
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die Ebenen (a) eine Flache ein, welche als WeUenfiache be- 
zeichnet wird. Denken wir uns demnach durch einen Punkt alle 
möglichen WeUenebenen gelegt und hetrcuihten wir die Lage der" 
selben nach der Zeiteinheit, so ist die Weüenfiäche die Enoelappe 
der sämmäichen WeUenebenen j die wir erhalten haben. Die 
Oleichnng dieser Wellenfläche wollen wir jetzt ao&achen. 
Aus (a), (c) und (b) erhalten wir 

(d) x.dl + y,dm + z ,dn ^ doo j 

(e) l,dl+ m.dm + n.rfn « 0, 

(f) l.dll{a^^<x)^+m.dfnl{b^^(o^ +n.rf«/(c»-<»^ +^o>.rftt)«0, 
wo 

(g) F^Pjia^ - ö)V + mV(Ä" - (0*)" + nV(c" - ö?V 

ist. Eliminirt man doa mittelst (d) aus der Gleichung (f), so 
ergiebt sich 

[Ftox + lj{a} — ö>*)] dl + [Ffoy + ml{b^^ (o^]dm 

+ [i^öz + n/(c* - cö»)]rfn « 0. 

Zur linken Seite dieser Gleichung addiren wir die mit einem 
Factor Ä moltiplicirte Gleichung (e). Da dl, dm, dn als will- 
kOrliche Grössen betrachtet werden können, so haben wir 

ll{a^ - tt)*) + Z'ö) JT + ^/ = 0, m/(Ä* - CD^+Fcoy + Äm=^0, 
n/(c" — ö>>) + i^ö>r + ^n = 0. 

Werden diese Gleichungen (h) der Beihe nach bezw. mit l, m, n 
multiplicirt und dann addirt, so erhalten wir mit Bücksicht 
auf (a) und (b) 

^ = - Fa}K 
Also ist 

j Z/(a« — (ö*) = i^cö(/ö> — or), w»/(Ä* — ©*) = jPtt)(mo>— y), 

Erheben wir die linken und rechten Seiten dieser Gleichungen 
zum Quadrat und addiren wir dieselben, so ergiebt sich wegen 
der Gleichung (g) 

1 = F(o^{(o^ - 2(o[lx + my + nz) + r*), 
wobei 

r« = jr« + y> + z2 



(1^) { 
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gesetzt ist. Weiter erhalten wir mit Bücksicht auf (a) 

(k) F(o^{r^^co*)^ 1. 

Aus <fen ^r i h iiii | i ii-(ty kM > u mir F mittelst k eliminirt werden, 
und wir erhalten dann 

Diese Gleichungen gestatten den Berührungspunkt zwischen 
der Wellenfläche und der ebenen Welle, also die Far^fianzunffs- 
richtung des Strahles zu bestimmen. Die ebene Welle bewegt 
sich in der durch /, m, n bestimmten Bichtung. 

Multipliciren wir die rechten und linken Seiten der Glei- 
chungen (1) bezw. mit x, y, z, so ergiebt sich durch Addition 

weil nach (a) 

Ix + my + nz =^ (o 

ist. Für die vorletzte Gleichung wollen wir abgekürzt schreiben 

2x^{a^ - (o>)/(a» - r^ = «« 

und erhalten dann bei Benutzung dieser abgekürzten Bezeich- 
nungsweise 

2x^{a^ - ö)*)/(a* - r») = 2x^{a^ ^ r^ + r^ ^ ©»)/(a« - r^ 

= 2x^ + (r* - (ü^2x^j{a^ - r% 

Weil aber in Bücksicht auf unsere Bezeichung 

2x^ = ar» + y« + z* = r* 

ist^ so ergiebt sich 

(r« - fi>>)(l + 2x^j{cfl - r»)) =r 0. 

2>i> Gleichung der Wellenfläche lautet also 

^V(«' - '•') + yV(** -'•') + ^V(^' ~ r») + 1 = 0. 

Weil aber 

2x^jr^=.\ und -2'(a:V(a*-r») + :rVr») = -2'a«:rV{«'-''') = ^ 
ist, so können wir der Gleichung der Wellenfläche auch die 
Form 

(m) a^x^l{a} - r») + Ä»yV(** -*•*) + c^^V(^^ - r») = 
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(n) I 



geben. Diese Gleichung können wir leicht umformen in 

- (a« + b')c^z^ + a*Ä«c« = 0. 

Die Gleichmg der Wellenfläche ist also vom merUs^Ofwik. Zur 
näheren Untersuchung dieser Gleichuiyimnen wir 

x^fr^f^gr, z = hr 

setzen. Dann eagiWCt sich 

2rH«Y^+ b^ff^ + c«Ä*) - [(Ä^ + c*)a^P + («« + c^b^ff^ 

R^ = [(^2 + c^a^p + (a« + c«)*V* + («* + **)c*AT 
- 4.a}b^c^{a^P + Ä*y« + c«A>). 
Hieraus erhalten wir 

Demnach schneidet eine gerade Linie, welche vom Coordi- 
natenan&ngspunkte ausgeht, die Fläche in zwei Punkten, welche 
zusammen&llen, wenn J2 = ist, oder wenn 



(0) y = und /•/A= ±c/a.y(a2-^^/(Ä2-c^. 

ist. Daraus erhalten wir 



/■=±c/i.y(a*-*^/(a«-c^, A= ± a/Ä.y(*«-c^/(a«-c«). 

Demnach sind vier Punkte der betrachteten Art in der Wellen- 
flädie vorhanden. Dieselben liegen sämmtlich in der xr-Ebene. 
Die Wellenfläche ist also eine Oberfläche vierter Ordnung 
k deux nappes und zwar haben die beiden Nappen vier Punkte 
gemeinsam, welche wir als Nabelpunkte bezeichnen. 

Zur besseren Uebersicht wollen wir die Schnittcurven 
zwischen der Wellenfläche und den Coordinatenebenen yz, 
xz, yx bestimmen. Zu diesem Zwecke setzen wir in der 
Gleichung (n) der Reihe nach x = 0, y = und z = 0, so 
ergiebt sich 

(y« + ^« _ a*)(**y* + c^z* - ^»c«) = 0, 
(z* + X» - Ä^(c«z« + a^x^ - aSc*) = 0, 
(x^+yi -c*)(a«x2 + b^y^ - a«**) = 0. 
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Demnach sind die Schnittcurren der Wellenfl&che mit den 
Coordinatenazen Kreise und Ellipsen, welche in den Figuren 
122, 123 und 124 dargestellt sind. Besonderes Interesse bietet 
die xr-Ebene. Die Gleichung 2:* + x* = b* stellt einen Kreis 
mit dem Badius b dar. Die Gleichung c^r* + a*:r* — a*c* =0 
liefert eine Ellipse, deren Halbaxen a und c sind, unter 
der Voraussetzung a> b > Cj schneiden sich der Kreis und 






b fl- 
Fig. 128. 

die Ellipse in einem Punkte P und dieser Punkt P ist einer 
der Nabelpunkte. 

Die Gleichungen (1) und (h) dienen zur Bestimmung der 
Coordinaten des Berührungspunld^s zwischen der Wellenfläche 
und einer ebenen Welle, welche sich in der durch /, m, » 
bestimmten Richtung bewegt. 

Besonderes Interesse bietet der specielle Fall, in welchem 
die Weüe sich in der Richtung einer der optischen Axen bewegt 
In diesem Falle ist nach § 103 die Geschwindigkeit gleich b 
und die FortpiOanzungsrichtung ist durch die Gleichungen 



m = 0, /-y(a2-*«)/(a»-c*), n = y(*« ^ c>)/(a« - c«) 
gegeben, indem wir hier nur diejenige optische Aze betrachten, 
welche zwischen den positiven Richtungen der r- und der x-Axe 
liegt. Die Gleichungen (1) lauten dann 

Führen wir in diese Gleichungen, die oben angegebenen 
Werthe für / und n ein, so ergiebt sich 



(p) I '^ /{a*-b^{a'-c') = b(a*-r'), 

\ rV(4» - c*)(a* - c») = b{r* - c*). 
Diese Gleichungen stellen zwei Engeln dar, in deren Schnitt- 
linie die Bertthningspankte zwischen der Wellenehene und der 



Die Lichtbrechung in isotropen und durchsichtigen Körpern. 337 

Wellenfläche liegen. Die Wellenebene berührt die JTellenfläcfie 
also längs eines Kreises in dem betrachteten Falle. 

Zu diesem Besultate gelangen wir auch auf folgendem 
Wege. Mit Bücksicht auf die Gleichungen § 103 (c) können 
wir (p) die Form 

r X = b{a^ - ar* -y» - z^ll,{a^ - c\ 
^^ \ z ^ b(x^ + r/^ + z^ ^ c^ln,{a^ ^ c^ 

geben. Die durch diese beiden Gleichungen dargestellte Curve 
ist eine ebene Curve, weil 

(r) xIq + zn^^b ist. 

Wir führen nun ein neues Coordinatensystem ein mit 
demselben Anfangspunkte; die 17-Axe falle mit der y-Axe 
zusammen, während die ^-Axe mit der optischen Axe zu- 
sammenfällt. Für diesen Zweck setzen wir 

(s) ^=^i% + cio, y^'ny ^=-|^o + £v 

Die Gleichung (r), welche eine Ebene darstellt, lautet dann 

(t) f=*, . 

d. h. die Ebene der Schnittcurve ist senkrecht zur Richtung der 
optischen Axe und dieselbe geht durch den Endpunkt der letzteren. 
Die erstere der Gleichungen (q) nimmt mit Bücksicht auf (s) 
und (t) die Form 

(n) |* + |.Wo'o(«'-^')/* + ^' = 

an. Diese Gleichung stellt aber einen Kreis dar, welcher 
durch den Punkt | = 0, 1/ = und J = ä oder durch den End- 
punkt der optischen Axe hindurchgeht. Der Badius r des 
Kreises ist 

r = y(Ä«-c2)(a2-Ä2)/2Ä 

und der Mittelpunkt des Kreises hat die Coordinaten 

| = -r, 17 = 0, f = Ä. 

Damit ist der Kreis bestimmt, in welchem eine auf der optischen 
Axe in ihrem Endpunkte senkrechte Ebene die Wellenfläche 
berührt. 
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§ 105. Die WeUenfl&ohe. 

(Forteetzung.) 

ON (Fig. 125) sei die Nonnale einer ebenen Welle; die 
Bichtung der Normalen ist durch die Cosinus Ij m, n bestimmt 
OP^ und OP^ seien die beiden Fortpflanzungsgeschwindigkeiten, 
welche der betrachteten Welle entsprechen. Die Berühnmgs- 
punkte zwischen der ebenen Welle und der Wellenfläche seien Q^ 
und Ca« Wir haben dann OQ^=^r^ und OQ^^r^. Die Coordi- 

naten der Punkte Q^ und Q, bezeichnen 
wir bezw. mit ar^, y^, z^ und jt^, y^, z,. 
Sind QiPi^Pi und Q^P^=^p^ die 
Senkrechten, welche von den Berüh- 
rungspunkten auf die Fortpflanznngs- 
richtungen gefällt werden, so haben 




wir 



und 






r,« - «,*. 



Fig. 125. 



Der Zusammenhang zwischen der 
Bichtung der Normalen und den Be- 
rührungspunkten ist durch die Glei- 
chungen (1) des § 104 gegeben. Die 
Bichtungen der Linien p^ und p^ 
wollen wir näher betrachten. Die 
Projection von PQ auf die x-Axe 
ist (ol — x. Bezeichnen wir die Cosinus der Winkel, welche f 
mit den Axen bildet, mit k\ pij t^, so haben wir 

A'= {pl^x)jp^ ^'= {(om-^y) Ipj f^=s {(on--z)lp. 

Führen wir in diese Gleichung für x, y, z die Werthe aus den 
Gleichungen § 104 (1) ein, so ergiebt sich 

(a) X=l(Dpl{a^-^(ü^, fi^m(opl{b^-(o^^ t/r^^nfapKc^-G)^ 
Um den Winkel zwischen P^ Q^ und P^ Q^ zu finden, bestimmen 
wir den Cosinus desselben 



oder 



cos (Pi Q, P, <2,) = pi ft 0,^ w, ^/ V (a» - 0,1«) (a» - a,*). 
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WeU aber nach § 102 (f) 

^/V(«*-«i^ = und -2'/V(«*-ö>a^ = 
ist, so haben wir auch 

K* - ^2) • -2"/*/ (a* - «1») (a* - ö>2«) = 0. 
Wenn demnach (o^ und o)^ von einander verschieden sind, so 

A 
ist co8(PjQiP3,Q,) glöict Null, und der Winkel zwischen PjQ^ 

^d -Ps ^8 i^* ^'^s^ ®^^ rechter Winkel. Wenn aber cw^ gleich Wj 
ist, 80 fallen die Punkte P^ und P, zusammen, wie wir im § 104 
gesehen haben. In diesem Falle haben wir unendlich viele 
Berührungspunkte, welche auf einem Kreise liegen, der durch 
die Wellennormale hindurchgeht. 

Werden von Pj und P^ die Linien P^T^ und P^Jj, bezw. 
senkrecht zu OQ^ und OQ^ gezogen und bezeichnen wir 
A^i = ?i ™d PjJi^ya, so ist 

q:p = (o:r, also q ^ pcj j r. 

Femer ist 07= oD^/r. Sind A, ju, i^ die Cosinus der Winkel, 
welche q mit den Coordinatenaxen bildet, so ist 

X = {(ol—OT.xlr)lq u. s. w. 

Benutzen wir die Gleichungen § 104 (1), so ergiebt sich 

j X{a^ ^ (ü*) = la^plrf fi{b^ -^ to^ = mb^p I r, 

\ V (c^ — (»*) = « c^p I r. 

Vergleichen wir dieses Resultat mit den Ausdrücken in 
§ 102 (e), welche die Richtung der electrischen Kraft F be- 
stimmen, deren Componenten Z, JT, Z sind, so zeigt sich, 
dass die electrische Kraft parallel q ist. Führen wir in die 
Gleichung § 102 (d) die oben ftlr A, jtt, v gegebenen Werthe 
ein und berücksichtigen wir, dass Ix + mr/ + nz = oj, so er- 
giebt sich cos J=/?/r. Da wir zwei Richtungen filr q haben, 
namhch q^ und y^, so gehören zu jeder ebenen Welle die 
Kraftrichtungen q^ und q^. Dieselben liegen in zwei Ebenen, 
die zur ebenen Welle senkrecht sind. S hat zwei Werthe, 
nämlich ^^OQ^P^^ und ^OQ^P^^, diese Winkel sind bezw. 
gleich ^T^P^O und ^zT^P^O. 

Die electiischen Kräfte X, Y, Z rufen eine Polarisation 
hervor, deren Variation als ein electrischer Strom au^efasst 
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werden kann. Die Stromcomponenten u, v, w sind nach § 102 (a) 
und (c) 

u = K^I4n.dXldt=^K^XI4n.dUldt u. s. w. 

Sind Xq, fiQ, Vq die Cosinus der Winkel, welche die Strom- 
richtung mit den Axen bildet, so haben wir 

Mit Hülfe von § 102 (e) erhalten wir aber 

^ •• 11*0 '«^0 = '/(«*-«')•'»/(**- «"):«/(^*-«")- 
Wir haben demnach ftlr den Strom zwei Richtungen ent- 
sprechend den beiden Werthen von (o. Zwischen den CJosinns 
der Winkel, welche p mit den Axen bildet, besteht nach der 
Gleichung (a) dasselbe Verhältniss wie zwischen den Bichtongs- 
cosinus des Stromes. Demnach sind die beiden Stromrich- 
tungen bezw. parallel mit p^ und p^. 

um die Richtung der electrischen Kraft und des Stromes 
zu bestimmen, verfahren wir folgendermaassen. Bewegt sich 
eine ebene Welle in der durch die Normale ON bestinmiten 
Eichtung, so werden zwei Ebenen construirt, welche die Wellen- 
fläche berühren und zur ebenen Welle paraDel sind. Diese 
Ebenen sind die in Q^ und Q^ construirten. Sodann zieht 
man Q^P^ und Q^P^ senkrecht zur Wellennormalen. Die elec- 
trischen Ströme, welche zu den Wellenebenen gehören, sind 
parallel mit Q^Pi und ^2^2» ^^^ entsprechenden Portpflanzungs- 
geschwindigkeiten sind OP^ und OP^. Jede ebene Welle hat 
also zwei Stromrichtungen, die zu einander senkrecht sind. Die 
zu diesen Stromrichtungen gehörenden electrischen Kräfte sind 
parallel mit P^T^ und P^Tj. 

§ 106. Die Strahlenriohtong. 

Wenn sich eine ebene Lichtwelle in einem isotropen 
Medium fortpflanzt, so fallt die Bichtung der Normalen znr 
Welle mit der Strahlenrichtung zusammen. In einem doppelt 
brechenden Körper ist dagegen im Allgemeinen die Richtung 
des Strahles verschieden von der Richtung der Wellennormalen. 
Wir wollen die Richtung des Strahles bestimmen. MN{Fig. 126) 
sei die Oberfläche eines doppelt brechenden Körpers, auf 
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welche senkrecht der Strahlencylinder KOFL &llt. Nach dem 
Huygen'schen Principe können die einzelnen Ponkte in der 
Grenzfläche OP als Ausgangspunkte für die Lichtbewegung 
beixachtet werden. Die Lichtbewegung breitet sich aber in 
solcher Weise in dem Körper aus, dass sie nach Verlauf der 
Zeiteinheit auf den Wellenflächen angekommen ist, die um 
die einzelnen Punkte der Grenzfläche OP construirt werden 
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Fig. 126. 

können. Werden also die Wellenflächen RA, SC u. s. w. um 
und P und die zwischenliegenden Punkte construirt, so er- 
halten wir eine Ebene ES, welche jene Wellenflächen berührt 
und welche congruent und gleich gelagert mit OP ist Die 
Richtung OB oder PS ist dann die Strahlenrichtung. Fällt 
man von eine Senkrechte 03 auf die Tangentialebene ES 
zur Wellenfläche EA, so ist OB die Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit der Welle, also OB = fo, Sind /, m, n die Kichtungs- 
cosinus der Normalen der Wellenfläche, so bestimmt sich « 
ans der Gleichung § 102 (f) 

(a) P/ia^ - «^ + mV{** - «^ + «V(^^ - «^ = 0. 

Die Lage des Berührungspunktes zwischen der Ebene ES 
und der Wellenfläche EA ergiebt sich aus § 104 (1) durch 
die Gleichungen 

wo X, y, z die Coordinaten des gesuchten Punktes und OB = r 
der Abstand vom Coordinatenanfangspunkte. Während OB 



(b) I 
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die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle ist, stellt OR die 
Foripflanzungsgeschwindigheit des Strahles dar. 

Anstatt der Wellenfläche selbst kann man bisweilen mit 
Vortheil eine andere Fläche benutzen, nämlich die redprohe 
fTellenfläche. (Fig. 127) möge der Mittelpunkt der WeUen- 
fläche sein, AB sei ein Theil der Fläche selbst, und BR sei 




Fig. 127. 

eine ebene Fläche, welche die Wellenfläche im Punkte R be- 
rührt. Vom Punkte aus fällen wir die Senkrechte 0£ a\if 
die Tangentialebene. In der Verlängerung der Senkrechten 
03 wird der Punkt B' in solcher Weise bestimmt, dass 

(c) 05'=r'=ÄVft> 

ist, wo (o = OB und * eine constante Grösse ist. Die reci- 
proke Wellenfläche ist dann der geometrische Ort fllr die 
durch (c) bestimmten Punkte. Diese Fläche besteht ebenso 
wie die Wellenfläche aus zwei Nappen. Wir wollen die Glei- 
chung der reciproken Wellenfläche entwickeln. Hat OB = (t> 
die Richtungscosinus /, m, n und sind x, y', z' die Coordinaten 
des Punktes J?', so haben wir 

(d) 

Weil aber 



x'=lr', }f^mr', 7!=nr'. 



1*1 {a* - ö») + m*l{b* _ «») + nV(c» - «*) = 
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ist, SO ergiebt sich mit Backsicht auf (c) und (d) 

Wir setzen 

(e) a'^s^la, b'^s^lb, c' ^ s^ j c 
Demnach lautet die Gleichung der reciproken Wellenfläche 

(f) a'*^'V(«''-'-'*) + *'W(*''-'-'*) + ^'*^'V(c"-'-'') = 0. 
Diese Fläche unterscheidet sich von. der allgemeinen Wellen- 
fläche [vergl. § 104 (m)] nur dadurch, dass ihre Constanten 
a\ h\ d die reciproken Werthe der Constanten a^ b^ c der 
Wellenfläche sind. 

Legen wir durch den Punkt 'J?' (Fig. 127) eine Tangential- 
ebene B'R zur reciproken Wellenfläche B' Ä\ so kann man 
zeigen, dass die Ebene B'R' senkrecht zur Verlängerung von 
OR ist, also OR' ±.B'R\ Ist femer 0R'=(o\ OR = r, so 
hat man 

(g) «'=*v^- 

Dieses ergiebt sich durch dieselbe Betrachtung, durch welche 
wir von der einen Fläche zur anderen übergegangen sind. 
Wir können aber die Bichtigkeit der Formel (g) auch direct 
nachweisen. Ist die Richtung von OR' durch die Cosinus /', 
m\ n bestimmt, so haben wir nach § 104 (1) 

(h) x'(a'» ~ «'«) = /'(o'(a'« - /«) u. s. w. 

Die Gleichungen (h) dienen zur Bestimmung von &>', /', m, n\ 
Setzen wir co' =i s^ /r und 

und berücksichtigen wir die Gleichungen (c), (d), (e) und (g), 
80 erhalten die Gleichungen (h) die Form 

x{a^ — G>2) = lm{a^ — r^ u. s. w. 
Da diese Gleichungen identisch sind mit denen in § 104 (1), 
so ergiebt sich, dass der Schnittpunkt zwischen OR' und der 
Wellenfläche derjenige Punkt ist, in welchem die Tangential- 
ebene BR die Wellenfläche berührt. Aus (c) und (g) folgt 
femer, dass 

(i) r 0? = r(x/ oder OB . OB' = OR . OR'. 

Um die StrcMenrichiung mit Hülfe der reciproken IFeUenfläche 
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zu bestimmen y verlängern wir die Wellennormale bis zum Schmü 
mit der reciproken IfeUenfläche, Die Richtung des Strahles ist 
dann senkrecht zur Tangentialebene, die im Schnittpunkte con- 
struirt ist, 

§ 107. Bie einazigen Krystalle. 

Wenn zwei von den Constanten a, b, c gleich gross sind, 
z. B. b = c, 80 werden die Verhältnisse wesentlich einfacher 
und unsere Betrachtungen finden dann eine wichtige Anwen- 
dung bei der Brechung in den einaxigen Krystallen. um die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten (o^ und co^ zu finden, wenden 
wir die Gleichung § 102 (g) an, welche übergeht in 

(a) (o*-[*«+/*** + (l-/^ö']ö>' + *'[/*** + {l-Oa*] = 0. 
Aus dieser Gleichung erhalten wir 

(b) (öj« = Ä*, (0,2 = /* Ä* + (1 - l^ aK 

Demnach ist die eine Geschwindigkeit (o^ constant; die Ge- 
schwindigkeit (o^ hängt von der Richtung der Wellennormale 
ab oder von dem Winkel, welchen die WellennormaJe mit der 
Elasticitätsaxe a bildet. Diese Axe bezeichnen wir als optische 
Äxe; sie fällt mit der Hauptaxe des Erystalls zusammen. In 
der Richtung dieser optischen Axe haben wir nur eine Ge- 
schwindigkeit der Wellenebenen und also auch der Strahlen. 
Bezeichnen wir mit 6 den Winkel zwischen der Wellennormale 
und der optischen Axe, so ist 

(c) «2* = a* sin^ c + ä* cos* s. 

Eine ebene Lichtwelle theilt sich also beim Eintritt aus 
einem isotropen in ein optisch einaxiges' Medium in zwei 
Lichtwellen, von denen die eine sich mit der Geschwindig- 
keit (öj fortpflanzt, die von der Richtung der Wellennormale 
unabhängig ist. Diese Welle bezeichnen wir als die gewöhn- 
liche Welle. Die andere Welle, welche als ausserordentliche 
Welle bezeichnet wird, hat eine Geschwindigkeit, die sich mit 
der Richtung der Wellennormale ändert. 

Die Gleichung der Wellenfläche für die optisch einaxigen 
Krystalle erhalten wir aus § 104 (n), indem i = c gesetzt wird. 
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Dann ergiebt sich 

(d) {r*-i»j(a*x« + *«(y» + z») - aH^ = 0. 

Die Jfellenfläche besteht also aus einer Kugel mit dem 
Radius b und einem Rotationsellipsoid mit der Polar axe 2b und der 
Äequatorialaxe 2a; die Kugel und das Ellipsoid berühren sich 
einander in der Polaraxe. In Figur 128 ist ÄÄ^^ die Polaraxe 
oder die optische Axe, AR^ A^ eine Schnittebene durch die Kugel- 
fläche und ^iZ,^^ eine Schnittebene durch das Ellipsoid. OJB^R^ 
sei die Nonnale zur ebenen Welle POQ^ B^D und B^R^ sind 
zwei Tangentialebenen zur Wellenfläche, die beide zur Wellen- 
normale senkrecht sind. OR^ und OJB^ sind die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten in der Bichtung der Wellennormale. Die 
von uns betrachtete Schnitt- 
ebene, welche sowohl die optische 
Aza als auch die Wellennormale 
enthält y bezeichnen wir als 
Hauptschnitt. Für die ausser- 
ordentliche Welle ist OR^ die 
Strahlenrichtung , wenn im 
Punkte Ä, die Ebene R^ R^ das 
Ellipsoid berührt Die Richtung 
der electrischen Kraft giebt 
j5, t^, welches senkrecht zu Pig, 128. 

OR^ ist. Für die ordentliche 
Welle fallen Strahlenrichtung und Wellennormale zusammen 
und die Eichtung der electrischen Kraft ist senkrecht zur 
Ebene der Figur. 

In der Figur 128 ist die Polaraxe AA^=^2b grösser als 
die Äequatorialaxe 2a; diejenigen Krystalle, ftLr welche dieses 
zutrifft, bezeichnet man als positive Kry stalle. Ist dagegen 
ay>by so ist der Krystall negativ. Die Kugel kann das 
Ellipsoid umschliessen oder umgekehrt; Kry stalle der ersteren 
Art nennt man positive, die der zweiten Art negative. Kalkspath 
ist ein negativer Krystall, Bergkrystall ist ein positiver. 

Setzen wir in § 1 02 (e) cj = b, so ergiebt sich 

(e) ^ = und S^ = \n, 

d. h. die Richtung der electrischen Kraft für die ordentliche 
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Welle ist sowohl senkrecht zur optischen Äxe als auch zur Wellen- 
normalen^ sie ist also senkrecht zum ' Hauptschnitt, wie wir oben 
bereits bemerkt haben. 

um die Richtung der electrischen Kraft für die ansser- 
ordentliche Welle aus § 102 (e) zu erhalten, führen wir da- 
selbst den in (b) angegebenen Werth für co, ein und beachten, 
dass / = cos «, m = sin 6, n = 0. Dann erhalten wir 

1 — ®* ®^^ ^« — — fe* cos d^ ^ ^ 

^ - (a«-6»)co8a' '^ " (a«-6«)sm8 ' ^ ~ ^• 

Demnach ist die Richtung der electrischen Kraft für die ausser- 
ordentliche Welle dem Hauptschnitte parallel. Aus den letzten 
Gleichungen ergiebt sich 

1 /cos* Jj = (a*8in*« + i* cos* «) / (a* — Ä*)* sin* «cos*«, 
woraus 

(^ tg ^, = ± (a* sin* 6 + Ä* cos* «) / (a* — **) sin « cos e 
folgt. Somit gelangen wir zu den Gleichungen 
Aj = ± a*8in«/ya*sin*« + **cos*«, 



(g) 



H^ = T Ä* cos « / y ö* sin* e + Ä* cos* «, 
.', = 0. 



§ 108. Die Doppelbrechung an einer Krystallflache. 

Wenn ein polarisirter Lichtstrahl auf die ebene Ober- 
fläche eines doppelt brechenden Mediums trifft , so findet so- 
wohl Reflexion wie auch Brechung statt. Die x-Axe des 
Coordinatensystems sei dem Einfallslothe parallel, die z-Axe 
sei senkrecht zur Einfallsebene; die y-Axe ist dann der 
Schnittlinie zwischen der EinÜEillsebene und der brechenden 
Fläche parallel. Für die Componenten der electrischen Kraft 
des einfallenden Strahles haben wir wie in § 100 

(a) ^. = A,/;, r, = iu,/;, ^, = ^/;., 

/j = /^cos[2i;r/y. (f — (— xcosa +y8incr)/ fl)], 
oder, wenn wir nur den reellen Theil berücksichtigen, 

(b) f. « i?»^e»<[«-(-«e«ia + |frin«)/ö]^ 

In diesen Gleichungen ist a der Einfallswinkel und Q die 
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Geschwindigkeit des Lichtes ausserhalb des Erystalles. Zu 
diesen Gleichungen kommt noch die Bedingung, dass die 
electrische Eraft zur Richtung des Strahles senkrecht ist Da 
die Richtung des einfallenden Strahles mit den Axen die Winkel 
Tt — a, \n — a und \ii bildet, so ist demnach 

(c) — X^ cos a + |i^ sin a = P. 

Bei der entsprechenden Bezeichnung für den reäectirten Strahl 
haben wir 

Damit die electrische Kraft senkrecht zur Richtung des Strahles 
ist, muss 

(e) ^r'r + A*r»«r+^^ = 

sein. Endlich haben wir für den gebrochenen Strahl 

(g) fi^ ^ j^^^»i[«-(l,x + «,y + n5.)/«,]^ 

(o hängt ab von 4, m^, n^ oder von der Fortpflanzungsrichtung 
der gebrochenen Welle. Die Grenzbedingungen sind dieselben 
wie bei den isotropen Körpern. üeberaU in der Grenzfläche, 
für welche ar = ist, haben wir 

T,+ r^ = r, oder |i,/;.i?**('-«''^«/^> 

Da diese Gleichung für alle Werthe von y und r bestehen 
moss, so haben wir 

(h) sin a I ii = m^l Q = mtl (ü 

und 

(i) 0=^nj ii^^riblco 

ist. Nach der letzten Gleichung ist = w^ = «5, d. h. die 
Wellennormalen für den reflectirten und gebrochenen Strahl liegen 
in der EinfaUsebene. Aus (h) folgt, dass m^= sinc^ ist, d. h. 
der Reflexionswinkel ist gleich dem EvnfaüswinkeL Die Richtung 
des reflectirten Strahles wird also in derselben Weise bestimmt 
wie bei der Reflexion an einem isotropen Körper. 
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Ist ß der Brechungswinkel für die Wellennormale, so wird 
4=— cos/?, iiit = 8in/?, «b = 0, 
also nach (h) 

sin of / ß = sin /? / cö . 

Bestimmen wir die Richtung der Wellennormale durch die 
Cosinus der Winkel, welche dieselbe mit den Elasticitätsaxen 
bildet, so haben wir zur Bestimmung von m die Gleichung 
(1) /«/(a« - w^ + mV{** - cü») + n*/(^'- «*) = 0. 

Bezeichnen (za), (y a) u. s. w. die Winkel zwischen den Elasticitäts- 
axen und den Coordinatenaxen, so haben wir 

/= 4cos(a:a) + »i6C08(ya) + njC0s(2ra). 
Setzen wir hier die oben gegebenen Werthe für 4, »15 u. s. w. 
ein, so ergiebt sich 

/ = — cos /S . cos (ar a) + sin /? . cos (y a) 
(m) m = — cos/?.cos(x^) + 8in/S.cos(y*) 

. n = — cos/?.cos(arc) + sin/S.cos(yc). 

Mit Hülfe der Gleichungen (m) und (1) kann (o durch ß aus- 
gedrückt werden. Die Gleichung, welche man dabei erhält, 
bestimmt in Verbindung mit (k) den Brechungswinkel. Im All- 
gemeinen wird man fiir ß zwei Werthe, ß^ und /9j, erhalten, 
von denen der eine oder auch beide imaginär sein können; in 

diesem Falle ist die Reflexion 
vollständig. 

Die Richtung der Wellen- 
normale und die Richtung des 
Strahles kann man durch die 
von Huygens angegebene Con- 
struction finden. Um den 
Punkt (Fig. 129) als Mittel- 
punkt wird die Kugelfläche 
PL construirt, deren Radius 
OD =z Si ist, wo fl die Licht- 
Fig« 129. gesch windigkeit in der Luft be- 

deutet. Die Kugel wird im 
Punkte B von der Verlängerung des einfiillenden Strahles 
getroffen. Die Ebene, welche die Kugelfläche in D berührt. 
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schneidet die brechende Fläche in einer geraden Linie, welche 
in der Figur in Q projicirt ist Durch diese Linie wird die 
Tangentialebene QE zur Wellenfläche FE gelegt, deren 
Mittelpunkt in liegt. Auf die Tangentialebene QE wird 
von aus das Loth OB = co gefällt. OB ist dann die Nor- 
male zur gebrochenen Welle und Z'OB = ß, wenn LOL' das 
Einfallsloth ist. Einerseits ist OB = g) die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit in der Richtung OB und andererseits ist 

0Q= JD I sina = OB I sin ß 
oder 

fl/sina = ö)/sin/S, 

sodass auch die Gleichung (k) erfüllt ist. OB ist die Richtung 
der Wellennormale des gebrochenen Strahles, OE ist die 
entsprechende Strahlenrichtung. Da die Wellenfläche in Wirk- 
lichkeit zwei Netze hat, so können durch Q zwei Tangential- 
ebenen an die Wellenfläche gelegt werden. Durch die Gon- 
struction werden also zwei Wellennormalen und zwei Strahlen- 
richtangen bestimmt. 

Die betrachtete Construction dient eigentlich nur zur 
Veranschaulichung der Lichtbrechung; sie kann nicht zu einer 
wirklichen Bestimmung der Fortpflanzungsrichtung durch Con- 
struction in der Ebene benutzt werden, weil der Berührungs- 
punkt E nicht in der Einfallsebene liegt; indessen können 
wir die Richtung der Wellennormale durch eine von Mac 
Callagh gegebene Construction in der Einüallsebene erhalten. 

Ziehen wir durch JD (Fig. 129) die Linie JDF senkrecht 
zur brechenden Fläche, so liegt der Schnittpunkt B' zwischen 
D£ und der Wellennormale OB, dass 

OB.OB' = OJ)^ 

ist. Es ist nämlich 

OB=OQ. Hinß, 0J' = O^/sin/9. 

Femer ist, wie leicht aus der Fig. 129 zu erkennen 

OQ.OII==:OJ)l 

Daraus ergiebt sich die Beziehung 

OB.OB'=OJ)\ 
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SO wird 

und 

fl^sin»« = ^cotg^/Sj + 2 Ccotg/9, + B. 

Hieraus ergiebt sich 

(b) Äco\%ß^ = - C+'^ÄSfljmi^a-a^b?. 

Ist die Erystallaxe zur Elinfallsebene senkrecht, so haben wir 

(xa) = (ya) = |Ä, 
woraus folgt 

sin a = JVe sin /S,, wenn JV, = fl /a 
das ausserordentliche Brechungsyerhältniss ist. Werden a 
und b durch JV'« und iV» ausgedrückt, so ergiebt sich aus (b) 



(c) 



(N^^ sin* 1// + iV; * cos' i//) cotg /9, = — ( JV^* — -y« ^ sin '^ cos ip 



+ A;iV;V8in-»a(A;,«8in«i/; + iV.*co8V)-l- 
Um die Gleichung der reciproken Wellenfläche zu er- 
halten, wird i2 = 1 gesetzt, und in der Gleichung für die 
Wellenfläche wird N^ an die Stelle von a, JV^ an die SteDe 
von b gesetzt. Dadurch erhalten wir aus § 107 (d) 

(d) (r» - N,^iN,^x^ + iV;»(y»+ z^ - N,^ N,^ = 

als Gleichung für die reciproke Wellenfläche, welche wir 
auf die Elasticitätsaxen als Coordinatenaxen beziehen. Das- 
selbe Resultat erhalten wir auch aus § 108 (o), wenn N^^l^t 

und JVj = JV^3 = N^ gesetzt 
wird. 

In Fig. 130 ist OP die 

brechende Fläche, OÄ die 

optische Ajce, welche in der 

Einfallsebene liegen soll; 

äM^ und äM^ sind die 

Curven, in welchen die Ein- 

fallsebene die reciproke 

Wellenfläche schneidet ÄM^ 

ist ein Ereis mit dem Radios 

N^j äM^ ist eine Ellipse, deren halbe grosse Axe OÄ gleich N^ 

und deren halbe kleine Axe OM^ gleich N^ ist. Mit. dem 

Radius Oi> =s 1 zeichnen wir einen Ereis, der die Verlange- 




Fig. 130. 
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rang des einfallenden Strahles in J) schneidet. Die Linie BB^ 
welche znr brechenden Fläche senkrecht ist, scheidet die 
reciproke Wellenfläche in den Punkten B^ und B^, Die Nor- 
malen der gebrochenen Wellen sind dann OB^ und OB^, Für 
die ordentliche Welle feilt die Strahlenrichtung mit der Wellen- 
normalen OB^ zusammen; flir die ausserordentliche Welle ist 
die Strahlenrichtung zur Tangentialebene im Punkte B^ des 
EllipsoXd senkrecht. 

Wird der Ery stall in eine Flüssigkeit getaucht, deren 
Brechungsverhältniss grösser ist als dasjenige des Erystalles, 
so tritt an die Stelle des Kreises TB ein anderer Ereis mit 
grosserem Radius, z. B. B' B\ Durchschneidet dieser Ereis 
die Verlängerung des einfallenden Strahles in B\ so werden 
die Richtungen der Wellennormalen durch die Schnittpunkte 
zwischen der reciproken Wellenfläche und der Linie B'E' 
bestimmt, welche zur brechenden Fläche senkrecht ist. In 
diesem Falle kann eine totale Reflexion eintreten. Schneidet 
D' E' die reciproke Wellenfläche gar nicht, so kann keine 
Brechung stattfinden; schneidet aber B' E' nur die eine 
Schnittcurve, so ergiebt sich nur ein gebrochener Strahl. 
Berührt aber, wie in der Fig. 130, B' E' die Ellipse in einem 
Punkte C, so findet noch Brechung statt; die entsprechende 
Strahlenrichtung ist der Grenzfläche OB parallel. 



Unsere Darstellung der Optik beruht auf MaxweH's Auf- 
fassung des Lichtes als electrische Schwingungen. Eine aus- 
ftLhrlichere Behandlung auf derselben Grundlage hat H. A. Lo- 
rentz gegeben. Eine Darstellung der wichtigsten optischen 
Theorien rührt von Glasebrook her und ist in dem Report 
of the British Association for the Adv. of Science 1885 ver- 
öflFentlicht. Li neuerer Zeit hat H. v. Helmholtz eine Theorie 
der Dispersion des Lichtes gegeben, bei deren Entwicklung 
er von der electromagnetischen Lichttheorie ausgeht. 
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Wärmetheorie. 

§ 110. Der Znitand eines Körpen. 

Sind die Massentheilchen eines Systems in Bew^[ung und 
wirken dieselben zugleich auf einander, so besitzt das System 
eine gewisse Energie U. Die Energie eines Systems discreter 
Massenpunkte besteht aus der kinetischen und potentiellen Energie. 
Die erstere ist von den augenblicklichen Oeschwindigkeüen der 
Massenpunkte abhängig , die letztere von den gegenseitigen 
Entfernungen der Massenpunkte oder von der Canfiguralm 
des Massensystems; beide zusammen bestimmen den äugen- 
bUckUchen Zustand des Systems. Daraus ergiebt sich, dass die 
Energie nur von dem augenblicklichen Zustande des Systems 
abhängt, und dass dieselbe unabhängig von den Zuständen 
ist, in denen sich das System früher befunden hat. Das 
Princip der Energie gilt zunächst nur ftkr ein System discreter 
Massenpunkte; wir machen in der mechanischen Wärmetheorie 
die Annahme, dass dasselbe Princip oder ein ihm entsprechendes 
fär alle Systeme von Massenpunkten gilt 

Jedem Körper wohnt daher eine gewisse Energie inne, 
die wir als innere Energie des Körpers bezeichnen ^ da wir 
keine Bücksicht auf den Theil der Energie nehmen, welcher 
von den Wechselwirkungen mit anderen Körpern herrührt 
In Folge der im Innern des Körpers vorhandenen Energie ist 
derselbe im Stande, Arbeit zu leisten; dabei treten Verände- 
rungen in der Gestalt, im Volumen, in der Temperatur u. s. w. 
des Körpers ein. Die Energie ist allein durch den Zustand 
des Körpers bestimmt; besitzt der Körper in einem bestimmten 
Zustande die Energie U und wird derselbe dann irgend welchen 
Veränderungen nach Gestalt, Grösse u. s. w. unterworfen und 
schliesslich in seineu ursprünglichen Zustand zurückgefflhrt, 
so muss die innere Energie wieder gleich U sein. 
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Zur Bestimmung der iimeren Energie eines Körpers ist 
die Eenntniss der Grössen erforderlich, welche den Zustand 
eines Körpers bestimmen. Nach den Gesetzen von Boyle und 
Gay-Lnssac ist derZnstand eines idealen Gases vollkommen 
durch den Druck und das Volumen bestimmt. Durch die 
beiden letzteren Grössen ist die Temperatur gegeben. Das 
Boyle'sche und Gay-Lussac'sche Gesetz liefert eine Glei- 
chung, welche einen Zusammenhang zwischen dem Drucke, der 
Temperatur und dem Volumen angiebt; diese Gleichung be- 
zeichnen wir als Zustandsgleiekunff des Gases, weil sie es ge- 
stattet, den Zustand eines idealen Gases unter irgend welchen 
Bedingungen zu bestimmen, wenn derselbe unter bestimmten 
Bedingungen bekannt ist, nämlich bei 0^ C. und 760 mm Druck. 
Bei den wirklich zur Untersuchung gelangenden Gasen treten 
an Stelle der Gleichung, welche die Gesetze von Boyle und 
Gay-Lussac ausdrückt, andere, welche die erstere als Grenz- 
fall enthalten. Der Zustand einer Flüssigkeit ist im All- 
gemeinen durch dieselben Grössen bestimmt; doch sind die 
Gestalt der Oberfläche und die Natur der berührenden Körper 
auf den Zustand Yon Einfluss. Sowohl bei den Gasen als 
auch bei den Flüssigkeiten können noch die Einwirkungen 
electrischer und magnetischer Kräfte in- Betracht kommen. 
Zur Kenntniss des Zustandes der festen Körper ist in der 
Begel eine grosse Anzahl von Grössen erforderlich, zumal 
wenn dieselben den Einwirkungen von Kräften unterworfen 
werden, die in ihnen Spannungen hervorrufen. Man nennt 
die Gleichung, welche alle Grössen verbindet, die den Zustand 
bestimmen, die Zustandsgieichung, 

Da der Zustand eines Gases nur vom Drucke p und dem 
Volumen v abhängt, so kann derselbe durch einen Punkt der 
Ebene mit den Goordinaten p und v dargestellt werden; eine 
Reihe solcher Punkte oder eine Curve stellt eine Reihe auf- 
einanderfcdgender Zustände dar. Wir legen die v-Axe des 
Coordinatensystems in der Ebene horizontal, die /7-Axe (Fig. 131) 
vertical. Das Gas habe zu Anfang das Volumen v^ beim 
Drucke z^^; sein Zustand ist dann durch den Punkte dargestellt 
Dehnt sich das Gas bei eonstantem Drucke p^ aus, so ist der 
Zustand durch eine horizontale Linie AB dargestellt, welche 

23* 



356 Dreuehnter Abschnitt 

der v-Axe parallel ist und als Curve canstanten Druckes be- 
zeichnet wird. Die verticalen geraden Linien stellen die 
Curven canstanten Volumens dar. Wird dem Grase, dessen An- 
fangszustand durch Ä dargestellt ist, bei constantem Volumen v^ 
Wärme zugeführt, so ändert sich der Zustand des Gases längs 
der Geraden Ä C, imd der Druck des Gases nimmt zu. Bleibt 
die Temperatur eines Gases bei den aufeinanderfolgenden Zu- 
ständen constant, so ist nach dem Boy le-Gay-Lussac'schen 
Gesetze 

V./7 = const. 

Demnach sind die Curven constanter Temperatur oder die h<h 
thermen gleichseitige Hyperbeln, welche die Goordinatenaxen 

als Asymptotenaxen haben. 
Soll der Zustand eines Gases 
sich in solcher Weise ändern, 
dass seine Temperatur con- 
stant bleibt, so ist dazu ent- 
weder eine Campressum mä 
Warmeentziehung oder eine 
Expansion mit Wärmezufuhr 
erforderlich. Versetzen wir 
also ein Gas in den Anfangs- 
zustand A und halten wir 
Pig 131^ durch Compression verbunden 

mit Wärmeentziehung oder 
durch Expansion verbunden mit Wärmezuftlhrung die Tem- 
peratur des Gases constant, so ändert sich der Zustand des 
letzteren längs der Hyperbel DAK Wir können uns das in 
einem Behälter eingeschlossene Gas mit einer unendlich grossen 
Wärmequelle in Verbindung denken, deren Temperatur der 
Temperatur des Gases im Punkte A gleich ist. Aendem wir 
nun das Volumen des Gases, so nimmt die Wärmequelle bald 
Wärme auf, bald giebt sie Wärme ab, das Gas behält aber 
stets die Temperatur der Wärmequelle. 

Wird das in einem Gefässe eingeschlossene Gas durch 
eine adiatkermane Hülle gegen Wärmezufluss und Wärmeabfluss 
geschützt, so wird das Gas durch Compression erhitzt nnd 
seine Temperatur steigt, bei der Ausdehnung kühlt es sich ab 
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und seine Temperatur sinkt. In diesem Falle bezeichnen wir 
die Znstandsänderungen als adiabatische, und die Curve, welche 
dieselben darstellt, heisst adiahaiische oder isentropiscke Curve. 

Der Zustand eines festen Körpers kann allgemein nicht 
in der Ebene dargestellt werden, da derselbe von mehr als 
zwei Coordinaten abhängig ist. 

Unter einem Kreisprocesse versteht man eine solche Zu- 
standsänderung, welche von einem gegebenen Zustande aus 
auf einem beliebigen Wege fortschreitet, jedoch schliesslich 
zum ursprünglichen Zustande zurückgeht. Lässt man einen 
Körper einen Kreisprocess durchlaufen, so ist die aus der 
Umgebung aufgenommene Energie gleich der an dieselbe ab- 
gegebenen. In den Dampfinaschinen haben wir ein System 
von Körpern, die periodisch immer wieder in denselben Zu- 
stand zurückkehren. Aus der Wirkung der Dampfmaschinen 
ergiebt sich, dass Wärme und Arbeit gleichartige oder äqui- 
valente Grössen sind, welche in einander umgewandelt werden 
können, beide sind also Energieformen. Genaue Untersuchungen 
haben dieses bestätigt. Die hervorgebrachte Menge der einen 
Energieform ist stets der aufgewandten Menge der anderen 
Energieform proportional. Diesen Satz von der Aequivalenz 
ztoischen Arbeit und Wärme hat zuerst R. Mayer (1842) auf- 
gestellt. Spätere Beobachtungen von Joule u. a. haben ge- 
zeigt, dass die Arbeitsmenge, welche einer Wärmeeinheit oder 
der Wärmemenge, die zur Erhöhung der Temperatur eines 
Gramm Wasser um PC. erforderlich ist, gleich 4,2.10^ abso- 
luten Arbeitseinheiten (C. G. S.) ist. Dieses Resultat nennt 
man auch den ersten Hauptsatz, welcher lautet: Wärme und 
Arbeit sind äquivalent; Arbeit kann aus Warme gewonnen und 
Wärme durch Arbeit erzeugt werden. Das Arbeitsäquivalent oder 
das mechanische Aequivalent der Wärmeeinheit soll mit / be- 
zeichnet werden. 

Wird einem Körper die Wärmemenge dQ zugeführt, so 
erhält er die Energie J.dQ. Diese kann theils zur Vermehrung 
der inneren Energie V des Körpers, theils zur Leistung einer 
Arbeit d W dienen, z. B. dadurch, dass der Körper gegen einen 
Widerstand sich ausdehnt. Wir haben dann 
(a) J.dQ = dU+dW. 
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Zur AnweBdung dieser Gleichung, welche ab erste Hcai^ 
gUichung bezeichnet wird, betrachten wir den Körper ABC 
(Fig. 132), auf dessen Oberfläche überall der gleiche Druck p 
wirkt In Folge der Ausdehnung erhalte <ler Körper das 
Volumen Ä' B' C\ Von der Begrenzung des Oberfläcfaen- 
elementes AJB =^ dS werden die Normalen AA' und JBB' bis 





Fig. 132. 

zur neuen Oberfläche gezogen. Wir setzen AA' ^ v und er- 
halten für die vom Körper geleistete Arbeit 
fvp,dS^pfv.d8v:^p.dvj 

wenn rfw die gesammte Volumenvergrösserung des Körpers 
bezeichnet. Die Gleichung (a) lautet dann 

(b) J.dQ^dU + p.dv. 

Ist der Zustand eines Körpers durch die unabhängigen Variabein 
p und V bestimmt, so entsprechen einem Punkte A (Fig. 133) 
die bestimmten Werthe p^ und t?,. Der Körper durchlaufe 
eine Reihe von Zuständen, welche durch die Curve ACB dar- 
gestellt sind; dem Punkte B entsprechen die unabhängigen 
Variabein p^ und »,. Dann ist nach (b) 

2 

(c) JQ=Ü,-U,,+ Jp.dv. 

1 

Q ist die während der Zustandsänderungen zugefuhrte Wärme- 
menge, U^ — ?7j ist der Zuwachs der inneren Energie und 

2 

fp.dv ist die ausgeführte Arbeit. U^ — U^ ist durch die 

1 

Anfangs- und Endwerthe von p und v oder durch die Lage 
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der Pnnkte A und B befitimmt. Dagegen wird die äussere 
Arbeit durch den Flächeninhalt der Figur A' ABB' A' ge- 
messen; ^se Arbeit ist also von der Art des üeberganges van 
einem Zustande zum anderen abhängig. Dasselbe gilt auch 
ftr Q. Da ^ eine Function von p und v ist, so erhsdten wir 

(d) J.dq ^dU/dp.dp + [dUjdv '\-p)dv. 

Kennt man die Function U\ so ist es möglich, die Wärme- 
menge zu finden, welche erforderlich ist, um irgend eine Ver- 
änderung im Zustande des Körpers hervorzubringen. U wird 
nach der Gleichung (c) bestimmt, indem man die vom Körper 
aufgenommene Wärmemenge Q und die von demselben ge- 
leistete Arbeit misst und den Zuwachs an innerer Energie 
ermittelt. Bislang ist die Kenntniss der Grösse U noch sehr 
beschränkt 

§ 111. Bie idealen Gase. 

Clement und Desormes und später Joule haben durch 
Versuche gezeigt, dass ein Gas, wenn es sich ausdehnt, ohne 
einen Widerstand zu überwinden, also ohne Arbeit zu leisten, 
seine Temperatur nicht ändert, i) Der Anfangs- und End- 
znstand eines Gases, das sich ausdehnt, ohne Arbeit zu leisten, 
liegt also auf derselben Isotherme, d. h. die innere Energie der 
Gcue ist eine Function der Temperatur allein und ist also un- 
abhängig vom Volumen, wenn die Temperatur unveränderlich 
bleibt. Nehmen wir die Temperatur & und das Volumen v 
der Gase als unabhängige Variable, so haben wir 

J.dQ^dUld&.d& + dUldv.dv+p.dv. 
Nun ist ö J7/ör = 0, und also 

J.^dQ=^dUld&.d&+p.dv. 

Wird diese Gleichung angewandt auf 1 Gramm Luft, so ist 
d Uj d& =.Jcv, wenn die specifiscke Wärme der Luft bei con- 
stantem Volumen mit c^, bezeichnet wird, d. h. die Wärmemenge, 
welche man der Masseneinheit eines Gases zuführen muss. 



') Genauere Messungen zeigen, dass sich das €^ ein wenig ab- 
kühlt Daraus folgt, dass zwischen den einzehien Theilen des Gases an- 
siebende KrSite vorhanden sind. 
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um dasselbe um einen Grad zu erwännen, wenn dabei nicht 
das Volumen, wohl aber der Druck sich ändert ht die 
specifUche Wärme c^ der Gase bei constantem Volumen canstant, 
so mtiss die innere Energie U eines Gases eine lineare Function 
der Temperatur sein. 

Bei den idealen Gasen ist die Zustandsgieichung zwischen 
dem Drucke, dem Volumen und der Temperatur 

wo R eine Constante ist. Sind & und v die unabhängigen 
Variablen des Gases, so haben wir 

(a) J.dQ = Jc^.d» +p.dv, 

wo c„ nach den Beobachtungen von Begnault vom Drucke 
und der Temperatur des Gases unabhängig ist. Werden dagegen 
& und p als unabhängige Variable gewählt, so muss v als 
Function derselben betrachtet werden, und wir haben dann 

dv = dvld&.d» + dvldp.dp. 

Die Gleichung (a) lautet jetzt 

J.dQ = {Jc„+p.dv/d&)d&+p.dvldp.dp. 

Aus der Zustandsgieichung pv = R& ergiebt sich 

p.dvjdO-^R und p.dv/dp^^—v, 
und 

J.dQ = (Jc„ + R)dd''-v.dp. 

Um die specifische Wärme Cp bei constantem Drucke zu haben, 
d. h. die Wärmemenge, welche der Masseneinheit des Gases 
zugeführt werden muss, um dasselbe um einen Grad zu er- 
wärmen, wenn dabei das Volumen, nicht aber der Druck ge- 
ändert werden soll, setzen wir dp ^Q und erhalten 

Cp =^ Cy '\- R I J y 

(b) J.dQ=- Jcp.d& -v.dp. 

Werden endlich p und v als unabhängige Variable gewählt, 
so ist 

d& = d&ldp.dp + d&ldv.dv. 

Aus der Zustandsgieichung pv = R& folgt 

R.d&ldp = v, R.d&ldv^p, R.d& = v.dp+p.dv. 
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und nach (b) 

(c) R . dQ = c^v.dp + Cpp . dv. 

Sind also die specifische Wärme Cp und die Constante S be- 
kannt, 80 kann nach (c) die specifische Wärme für jede Zu- 
standsänderung in der v/?- Ebene ermittelt werden. Die 
specifische Wärme hat für einen gegebenen Zustand in der 
pp-Ebene unendlich viele Werthe. je nach der Richtung, in 
welcher die Zustandsänderung fortschreitet. 

Die Ausdrücke (a), (b), (c) zeigen eine merkwürdige Eigen- 
schaft. Wird einer derselben, z. B. (a), durch & dividirt, so 
erhalten wir mit Bücksicht auf die Zustandsgieichung 

J.dQI&^Jc„.d&l& + S.dvlv. 

Geht z. B. das Gas vom Zustande A (Fig. 133) zum Zustande B 
über und haben die Temperatur und das Volumen in diesen 
Punkten bezw. die Werthe *j, v^ und &^, v^, so ergiebt sich 
durch Integration 

(d) J.fdQI& = J.c,Aog{&,l&,) + SAog{vJv,). 

Während also das Integral fdQ abhängig von dem Wege ist, 
auf welchem dcu Gas von dem einen Zustande in den anderen 
gelangt, ist das Integral fdQjd- unabhängig von diesem Wege, 
Clausius hat die Grösse 

S^J.fdQI» 

als Entropie bezeichnet, und dieser Begriff ist von grosser 
Bedeutung in der Wärmetheorie. Wenn ein Körper von einem 
Zustande zu einem anderen übergeht, so ist die Fergrösserung der 
Entropie durch die Coordinaten des Anfangs^ und Endpunktes 
bestimmt. Dieser Satz ist hier zunächst nur f&r ein Gas be- 
wiesen, er gilt aber für alle Körper. 

Findet die Zustandsänderung eines Gases längs einer iso^ 
thermen Curve statt, so haben wir nach (a) 

J.dQ=p.dv. 

Hit Berücksichtigung der Zustandsgieichung ergiebt sich hieraus 

2 

(e) JQ = fp.dv = Elf-. log{vJv^). 
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Die ganze zugeführte Wärmemenge wird also dazu gebraucht, 
um die Temperatur constant zu halten. Setzen wir der Beihe 
nach t?, gleich fiv^y f^'^i, fJ^^^i u, s. f., wo ft eine beliebige 
Zahl bedeutet, so ergiebt sich für Q entsprechend 

Q = i2*//.log^, 2It&IJ.\ogiA, SR&I J. log fi n.s.l 

Findet die Zustandsänderung eines Gases längs einer Tem- 
peraturcurve statte und bilden die zugeführten Wärmemengen 
eine arithmetische Progression, so bilden nach der Gleichung (e) 
die Volumina eine geometrische Progression; gleichzeitig ändert 
sich der Druck proportional mit der Dichte. 

JFenn die ZtLstandsänderung eines Oases länffs einer adia- 
batischen Curve stattfindet, so haben wir nach (c) 

Cf,logp -p<:i,logt7 = Cj. 
Wird Cpl c„=s k gesetzt, so ergiebt sich 
(f) /?!;» = c, 

wo c eine Constante ist. Die Gleichung (f) ist die Gleichung 
der adiabatischen Curven, Mit Bücksicht auf die Zustands- 
gieichung ergiebt sich aus (f) 

E^v^-^^c. 

Führen wir in diese Formel die Dichte S ^ M/v des Gases 
ein, wo M die Masse des Gases ist, so ergiebt sich, dass die 
Temperatur des Gases proportional der (Ä—1)- Potenz der 
Dichte ist, wenn der Zustand des Gases auf einer adiabatischen 
Curve fortschreitet. 

Femer erhalten wir aus § 110 (b) die Beziehung 

2 

fp.dv ^ U^ -^ U^. 

Die Arbeit wird also auf Kosten der inneren Energie geleistet, 
wenn der Zustand des Gases auf einer adiabatischen Corre 
fortschreitet. 

§ 112. Die Kreisprocesse. 

Bei den einfachen umkehrbaren Ereisprocessen, d. h. bei 
solchen, in denen alle Veränderungen so eintreten, dass die 
umgekehrten unter denselben Umständen vor sich gehen können, 
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mnss ausser dem vermittelnden Körper, welcher den Ereis- 
process durchläuft, noch ein zweiter vorhanden sein, der die 
W&rme abgiebt, und ein dritter, welcher sie aufnimmt. Bei 
den Dampf- resp. Gasmaschinen ist das Wasser oder der 
Dampf resp. das Gas der vermittelnde Körper. Die Feuer- 
gase und Wände des Dampfkessels geben die Wärme ab und 
das Condensationswasser nimmt die Wärme auf. Der Dampf 
resp. das Gas durchlaufen eine Beihe von Zuständen, und 
kehren wenigstens bei einzelnen Maschinen in den ursprüng- 
lichen Zustand zurück, um dann wieder denselben Process zu 
dorcfaiaufen. Da die innere Energie U am Anfange und Ende 
des Processes denselben Werth hat, so ist nach § 110 (a) 

(a) /«=r, 

wo Q die Differenz zwischen der aufgenommenen und abge- 
gebenen Wärme ist. 

Die ganze von dem vermittelnden Körper aufgenommene 
und nicht an den kälteren Körper abgegebene Wärmemenge 
ist also das geleistete Arbeitsäquivalent. Ist der vermittelnde 
Körper ein Gas, so haben wir für den Kreisprocess 

Die Entropie eines Gases ist nur von den Coordinaten ab- 
hängig und hat also am Anfange und am Schlüsse des Kreis- 
processes denselben Werth. Ist 8^^ die Entropie im Ausgangs- 
punkte, so ist dieselbe in einem beliebigen Zeitpunkte während 
des Processes gleich S^+ fdQI&. Wird die Integration 
über den ganzen Kreisprocess ausgedehnt, so erhält die Entropie 
den Werth S^^ und es ist also 

fdQI&^O. 

Wir wollen dnen speciellen, den sogenannten Carnot'schen 
Kreisprocess näher betrachten, der von grosser Bedeutung für die 
Wärmetheorie gewesen ist. Ein Gramm Gas habe den durch 
den Punkt B (Fig. 134) in der vp-Ebene dargestellten Zustand. 
Die den Kreisprocess darstellende Curve sei von zwei isother- 
mischen Curven JBCxmi ED und von zwei adiabatischen Curven 
CD und BE gebildet. Das Gas dehne sich zunächst bei der 
Constanten Temperatur &^ aus, indem wir es mit einem un- 
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endlich grossen Körper M^ von der Temperatur &^ in Be- 
rührung bringen und indem wir dabei den äusseren Druck auf 
das Gas so reguliren, dass es in den Zustand C längs des 
Weges BC gelangt. Während der Zustandsänderung BG wird 
von dem Gase die Wärmemenge Q^ absorbirt und die durch 
die Fläche BCC'B' dargestellte Arbeit geleistet. Das Gas 
dehnt sich dann weiter aus, indem sein Zustand auf der 
adiabatischen Curve CD fortschreitet, dabei sinkt die Tem- 
peratur auf \^^, Sodann wird das Gas 
mit einem unendlich grossen Körper 
M^ von der Temperatur i9-, in Berüh- 
rung gebracht und zusammengepresst; 
\.^^ es möge dabei die Wärmemenge ^, 

^ ^r an J/, abgeben. Sein Zustand werde 

j^^^^-jAp durch E dargestellt. Endlich wird das 

i j ; Gas weiter zusammengepresst, nachdem 

jj' j^' 'ciy '^^ es mit einer adiathermanen Umhüllung 
Fig. 134. versehen ist, wobei es in den ursprüng- 

lichen Zustand B zurückkehrt. Das 
Integral fp.dv, erstreckt über den ganzen Kreisprocess, giebt 
den Flächeninhalt von BCLE und stellt die von dem Gase 
geleistete Arbeit dar. Wir haben nach § 110 (a) 

(c) «^(«i-<2,) = ^»^. 

Bei der Ausdehnung von B bis C erhält die Entropie den 
Zuwachs Qil ^u dieselbe bleibt auf dem Wege von C bis 1) 
erhalten und wird von J) bis E um Q, / &^ vermindert Auf 
dem Wege EB ist die Entropie wieder unveränderlich. Da 
das Gas bei der Bückkehr nach B dieselbe Elntropie besitzt 
wie beim Beginn, so haben wir 

(d) «i/*i-«,/i9-, = oder QJ&^^Q^I&r 
Aus (c) und (d) ergiebt sich 

(e) r = J{Q, - Q,) == JQ,{»^ - *3)/*,. 

Die bei dem betrachteten Kreisprocesse geleistete Arbeit ist 
also proportional der absorbirten Wärmemenge Q^ und dem 
Temperaturunterschiede &^ — i9-j, dagegen umgekehrt propor- 
tional der absoluten Temperatur i9-j, bei welcher die Wärme 
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absorbirt wird. Die ganze aus der ersten Wärmequelle M^ 
aufgenommene Wärme ist nicht in Arbeit verwandelt, sondern 
diese Wärme ist durch Vermittelung des Gases in zwei Theile 
zerlegt, von denen der eine in Arbeit verwandelt wird, der 
andere aber nach M^ übergefährt wird. 

Der oconomische Coefficient ^ des Garnot'schen Ereis- 
processes ist das Yerhältniss der in Arbeit umgewandelten 
Wärme zu derjenigen Wärme, welche dem Gase überhaupt 
zugeführt ist. Wir haben 

Demnach ist der oconomische Coef&cient nur von den Tem- 
peraturen ß-^ und 19*2 der benutzten Wärmequellen abhängig. 
Betrachten wir den umgekehrten Ereisprocess, so ändert sich 
der Zustand des Gases zunächst längs BEj auf dem Wege ED 
nimmt das Gas eine gewisse Wärmemenge von M^ auf und er- 
hält zu gleicher Zeit ein gewisses Arbeitsquantum von aussen 
auf dem Wege DC. Die empfengene Wärme und Arbeit, 
welche letztere in Wärme verwandelt wird, giebt das Gas an 
den Eörper M^ auf dem Wege CB ab. Bei dem vorher von 
uns betrachteten Ereisprocesse wurde Warme in Arbeit ver- 
wandelt, bei dem umgekehrten Processe wird Arbeit in Warme 
verwandelt. 

§ 113. Das Camot'sohe und ClausiuB'sche Theorem. 

Im Vorhergehenden ist gezeigt worden, dass für jeden 
umkehrbaren Ereisprocess 

ist, wenn der den Ereisprocess durchlaufende Eörper ein Gas 
ist. Wir wollen untersuchen, ob dieser Satz seine Gültigkeit 
behält, wenn an Stelle des Gases irgend ein anderer Eörper 
tritt. Wir betrachten den einfachen Fall, in welchem der 
Process längs zwei isothermen Curven BC und ED (B^. 134) 
und zwei adiabatischen Curven CD und BE ausgeführt wird. 
Die Zustandsänderung gehe in der durch die Beihenfolge der 
Buchstaben BCDE angegebenen Richtung vor sich. Wenn 
der Eörper bei der Temperatur 19-^ sich von B bis C ausdehnt, 
so möge er die Wärmemenge Q^ empfemgen; während derselbe 



366 Dreisehnter Absehnitt 

Ton D bis ^ sich zusammenzieht , giebt er die Wärmemenge 
Q3 ab. Wfthrend der Wege CD und EB findet weder eine 
Wärmezufohr noch eine Wärmeabgabe statt. Bei dem be- 
schriebenen Processe wird dem Körper im Ganzen die Wärme- 
menge Qi~Q3 zugef&hrt Da der Körper in seinen orsprOng- 
lichen Zustand zurückkehrt, so ist die Wärmemenge Qi — ^ 
äquivalent der geleisteten Arbeit, die also J{Q^ — Q,) ist. 

Im Jahre 1824 publicirte S. Garnot eine Arbeit über 
die bewegende Kraft der Wärme, worin er einen merkwürdigen 
Satz über den Zusammenhang zwischen Wärme und Arbeit 
au&tellte. Garnot war der Ansicht, dass die Wärme als 
GrundstofiF in unveränderlicher Menge Yorhanden seL In der 
Dampfmaschine ist die Wärmemenge Q^ vom Dampfe bei einer 
höheren Temperatur ^^ aufgenommen, diese Wärme wird im 
Gondensator abgegeben bei einer niedrigen Temperatur &^ und 
in dem Sturze der Wärme (chute du calorique) von der höheren 
Temperatur des Kessels zu der tieferen des Gondensators 
suchte Garnot die treibende Kraft der Wärme. Die beim 
TJebergange der Wärme Ycm höherer zu tieferer Temperatur 
geleistete Arbeit wurde mit der Arbeit verglichen, welche eine 
üallende Flüssigkeit oder irgend ein fallender Körper leisten 
kann. Die letztere Arbeit ist dem Gewichte des fidlenden 
Körpers und der Fallhöhe proportional. Für die Arbeit der 
Wärme stellte Garnot denmach den Ausdruck 

auf, wo K eine Function der absoluten Temperaturen &^ und ß-^ 
ist. Diese Auffassung Garnot' s wurde durch die Erfeüirang 
bestätigt, aber sie steht in Widerspruch mit der mechanischen 
Wärmetheorie, insofern sie die Wärmemenge als eine unver- 
änderliche Grösse betrachtet. Sehen wir indessen hiervon ab, 
so ist für den beti*achteten Kreisprocess 

Da K von der Natur des die Arbeit leistenden Körpers unab- 
hängig sein muss, so haben wir, wenn der Körper ein Gas ist, 
nach § 112 (e) 

(b) K^Jj&y 
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Ako ergiebt sich 

(Ci-<2,)/(*i-^,) = «i/*i 

und also 

C/^i = «,/*„ 

d. h. durchläuft ein beliebiger Körper denselben Carno fachen 
Kreisprocess beliebig oft, indem wir den Körper abwechselnd mit 
zwei grossen Wärmequellen in Berührung bringen, so verhalten 
sieh die Wärmemengen, welche der Körper abwechselnd aus der 
einen Wärmequelle entnimmt und an die andere abgiebt^ ebenso 
wie die Temperaturen der Wärmequellen. 

Dass dieser Satz f&r einen Kreisprocess von der betrach- 
teten Art gilt^ welcher auch der arbeitende Körper sein mag, 
scheint ausser jedem Zweifel zu sein. Die Anwendung des 
Satzes auf vielen Gebieten der Physik und der Chemie hat 
bislang nicht zu Widersprüchen mit der Erfahrung geführt. 
Im üebrigen ist yon yerschiedenen Seiten der Versuch gemacht 
worden, einen directen Beweis ftkr die Bichtigkeit des Satzes 
zu liefern; den ersten und wichtigsten Versuch nach dieser 
Richtung yerdanken wir Clausius, dessen Betrachtung in 
folgender Weise yeranschaulicht werden soll. 

Ein Gas durchlaufe den Kreisprocess BCBE (Fig. 135), 
welcher von den isothermen Curven BC und DE gebildet wird, 
die den absoluten Temperaturen &^ und &^ entsprechen, und 
von den adiabatischen Curven CD und B£, Bei der Aus- 
dehnung von B bis C empfemge das Gas aus einer unendlich 
grossen W&rmequelle M^ von der constanten Temperatur 19*^ 
die Wärmemenge Q^. Dann möge sich das Gas von C bis D 
ausdehnen, während weder Wärme zugef&hrt noch abgegeben 
wird. Das Gas sei sodann mit der unendlich grossen Wärme- 
quelle M^ von der constanten Temperatur &^ in Berührung 
gebracht und gebe die Wärmemenge Q^ beim Zusammen- 
drücken an M^ ab. Endlich werde das Gas auf der adiaba- 
tischen Curv'e EB zum ursprünglichen Zustande B zurück- 
geftihrt. Während des Kreisprocesses hat das Gas aus der 
Wärmequelle M^ die Wärmemenge Q^ erhalten, welche durch 
Vermittelung des Gases in zwei Theile zerlegt ist. Der eine 
Theil ist als Wärmemenge Q, auf die Wärmequelle M^ über- 
tragen^ der andere ist in Arbeit umgewandelt, welche der 
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Grösse nach durch den Inhalt der Fläche BCBE dargestellt 
wird. 

B'C und WD' (Fig. 135) seien bezw. die den Tempera- 
toren d-^ und ß-^ entsprechenden isothermen Curren für einen 
anderen Körper, etwa für Wasserdampf. CD' und B'E* seien 

zwei adiabatische Gunren, welche so 
ausgewählt sind, dass die Fläche 
J9' CD'E' gleich der Fläche BCDE 
ist. Wird der Wasserdampf einem 
ähnlichen Processe unterworfen wie 
das Gas, so nimmt er während 
der Ausdehnung B'C bei der Be- 
rührung mit der Wärmequelle M^ 
die Wärmemenge Q^+g auf, und 
aT' heim Uebergange von B' nach F 
Pig. 135. während der Berührung mit der 

Wärmequelle M^ giebt er an die 
letztere die Wärmemenge Q^' ab. Die vom Dampfe geleistete 
Arbeit ist gleich der von dem Gase geleisteten, weil die Fläche 
BCBE gleich der Fläche B'C'B'W ist, und also haben wir 

«1 + ? - Q^^ Qi - Qt, also «,'= «3 + ?. 
Während der Dampf bei der Ausdehnung längs B'C die 
Wärmemenge Qi+q aufnimmt, giebt er längs des Weges B'F 
die Wärmemenge Qj + ? ^^' 

Der beschriebene Ereisprocess kann auch in entgegen- 
gesetzter Richtung ausgeführt werden. Der Wasserdampf kann 
sich z. B. längs der isentropischen Curve B'E' ausdehnen; 
darauf wird er mit der Wärmequelle M^ in Berührung ge- 
bracht und dehnt sich von E' bis B' aus, wobei die Wärme- 
menge Q^ + q aus M^ entnommen wird. Sodann wird der 
Dampf zusammengedrückt längs der isentropischen Curve B'C 
und wird ferner längs des Weges C'B' mit der Wärmequelle 
M^ in Berührung gebracht. Bei der eintretenden Compression 
giebt der Wasserdampf an M^ die Wärmemenge Q^+q ab- 
Zur Ausführung dieses Processes müsste eine Arbeitsmenge 
zugeführt werden, welche mit der Wärme 
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äquivalent ist; diese Arbeit wird in der Figur 135 durch die 
Fläche B'C'B'W dargestellt 

Wir betrachten endlich zwei Maschinen. Die eine sei 
eine Gasmaschine, in welcher das Gas den Ereisprocess BCDE 
durchläuft, die andere sei eine Dampfinaschine, in welcher 
der Dampf den umgekehrten Ereisprocess B'E'B'C durch- 
läuft. Beide Maschinen erhalten sich gegenseitig in Bewegung, 
wenn wir Yon der Beibung und anderen Widerständen absehen. 
Dabei entnimmt die Gasmaschine bei jedem Umlaufe aus der 
Wärmequelle M^ die Wärmemenge Q^ und giebt an die Wärme- 
quelle M^ die Wärmemenge Q^ ab; gleichzeitig entnimmt die 
Dampfmaschine aus M^ die Wärmemenge Q^ + q und giebt 
die Wärmemenge Qj + y zurück an Jfe^. Demnach erhält unter 
diesen Verhältnissen die höhere Wärmequelle M^ bei jedem 
umlaufe die Wärmemenge y, während die tiefere Wärmequelle 
M^ dieselbe Wärmemenge hergiebt; diese UeberfÜhrung der 
Wärmemenge q aus der tieferen zur höheren Quelle geschieht, 
ohne dass eine Arbeit geleistet wird. 

Demnach könnte also die Wärme von einem kälteren zu 
einem wärmeren Eörper übertrömen. Dieses aber erklärte 
Clausius f&r einen Widerspruch gegen alle Erfahrung über 
die Wänneerscheinungen. Während die Wäi*me sonst alle Zeit 
das Bestreben zeigt, vom wärmeren zum kälteren Eörper 
überzugehen, tritt bei dem oben beschriebenen Processe das 
Entgegengesetzte auf. Gegen diese Ansicht yon Clausius 
ist der Einwand erhoben worden, dass eine thermoelectrische 
Kette, in welcher die einen Löthstellen auf der Temperatur 
100^, die anderen auf der Temperatur 0^ erhalten werden, einen 
Strom hervorbringen kann, welcher einen Platindraht zum 
Glühen bringt, wobei die Wärme also vom kälteren zum 
wärmeren Eörper, dem glühenden Platin, übergeht. Allein 
Clausius hebt hervor, dass diese Bewegung der Wärme in 
aufsteigender Bichtung durch die gleichzeitig an den kalten 
Berührungsstellen entwickelte Wärmemenge compensirt wird. 

Clausius hat daher den Grundsatz aufgestellt: Bie Warme 
kann niemals aus einem kälteren in einen wärmeren Körper ohne 
Aufwand von Arbeit und ohne Erzeugung irgend welcher Zustands- 
änderungen übergehen. Auf Grund des Satzes von Clausius 

ChriBtiansen-Mailer, Physik. 24 
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ist demnach q = und also ist für jeden Kreisprocess der 
beschriebenen Art, welcher Körper auch immer demselben 
unterworfen wird, 

(a) «i/*i = «W^r 

Wir können nun zeigen, dass ein ähnlicher Satz fiir einen 
ganz willkürlichen Kreisprocess gilt. Die Zustandsändemng 
des Körpers erfolge zunächst auf der Curve £C von £ aas 
(Fig. 136). Wird durch B die isotherme Curve £J) md 
durch C die adiabatische Curve CD gelegt, so kann statt des 
Weges £C der Weg BJ)C gesetzt werden, d. h. es wird der 

Körper zunächst bei der constanten 
Temperatur längs BJD und dann weiter 
längs DC bei constanter EIntropie, also 
ohne Wärmezufuhr und Wärmeabgabe, 
ausgedehnt. Ist BC unendlich klein, 
so werden auch BJD und DC unend- 
lich klein, und die Zustandsändemng 
BC kann durch die beiden anderen 



'r^ 



"^ C' BD und DC ersetzt werden. Der 

Fig. 136. Körper erhält auf beiden Wegen den- 

selben Zuwachs £fC/^ an innerer Energie, 
die äussere Arbeit ist in dem einen Falle BCC'B' und in 
dem anderen Falle BDCCB\ Da aber B'C'^dv unendlich 
klein ist, während B'B^p endlich bleibt, so verschwindet 
die Fläche BDC gegenüber der Fläche BCC'B\ Wird die 
zugeflihrte Wärmemenge mit dQ, bezeichnet, so haben wir also 

sowohl auf dem Wege J9C als auf dem Wege BDC. 

Es sei BCPDEQ (Fig. 137) ein beliebiger Kreisprocess, 
Bcj Cc% Bd, Dd' seien isotherme Curven, BBj CD u. s. w. 
seien adiabatische Curven. Der Körper nehme bei der Zu- 
standsänderung BC die Wärmemenge dQ^ auf und gebe längs 
DB die Wärmemenge dQ^ ab. Nach den früheren Betrach- 
tungen nimmt dann auch der Körper bei der Zustandsande- 
rung längs Bc die Wärmemenge dQ^ auf und giebt längs dE. 
die Wärmemenge dQ^ ab. Für den Kreisprocess BcdE haben 
wir also dQ^/ &^ ^ dQ^I &^, 
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wenn &^ und &^ die den Isothermen £c und Ed entsprechen- 
den absoluten Temperaturen sind. In derselben Weise ist 
für Cc' und Dd' u. s. w. 

dQ.'l */ = dQ,'l&,\ dq^'l &,- = dQ,-l V u. 8. w. 

Sind Q und P die Punkte, in welchen der Kreis yon zwei 
isothermen Curven berührt wird, so haben wir durch Addition 

(b) /dQJ^f,==/dQ,/&„ 

WO dQj^ die auf einem Elemente von QBCP zugefuhrte Wärme- 
menge und &y die entsprechende Temperatur, femer dQ^ die 
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Fig. 137. 



Fig. 138. 



auf einem Elemente von PDÜQ abgegebene Wärmemenge ist 
mit der entsprechenden Temperatur &^. Wird die zugefuhrte 
Wärme positiv, die aigegebene negativ gerechnet, so ist die Summe 
aller bei einem umkehrbaren Kreisprocesse zugefuhrten unendlich 
kleinen WarmemengeUj jede dividirt durch die augenblicklich vor- 
handene absolute Temperatur, gleich Null, d* h. 

(c) fdQI& = 0. 

Dieses ist der zweite Hauptsatz der mechanischen Wärme- 
theorie. 

Der Satz (c), welchen Clausius zuerst in dieser Form 
ausgesprochen hat, kann noch in anderer Weise ausgedrückt 
werden. AB CD (Fig. 138) sei ein Kreisprocess und also ist 

fdQI& = 0. 
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Wir zerlegen das Integral in zwei Theile 

A 

BfdQI& + DfdQI&^0, 

Ä c 

das erstere Integral ist von A über B nach C zu erstrecken, 
das letztere yon C über D nach A. Es ist also auch 

O Ä 

BfdQI&=^DjdQI&^DfdQI&. 

Ä CA 

Geht ein Körper vom Zustande A in den Zustand C über, so 
.ist also der Werth des Integrals fdQI& im Punkte C von 
dem Wege unabhängig. Hat der Punkt A die Coordinaten &^ 
und v^ und der Punkt C die Coordinaten &2 und o,, so 
haben wir 

fdQI&=^f(»,,v,)-f{»„v,). 

1 

Clausius hat die Bezeichnung „ErUrapie^^ eingeführt, in- 
dem er setzte 

dS = J.dQI,% 
Daraus ergiebt sich 

2 

jfdQI&^S^--S^. 
1 
Die Function S giebt die Entropie des Körpers; dieselbe ist 
nur vom augenblicklichen Zustande abhängig, dagegen unab- 
hängig von allen voraufgegangenen Zuständen. 

§ 114. Die Anwendung des zweiten Eauptsaties. 

Nach den früheren Betrachtungen [vergl. § 1 10 (a)] haben wir 

(a) J.dq^dU + p.dv. 

Ist der Zustand des Eörpeiis durch die unabhängigen Variabein 
& und V allein bestimmt, so lautet die Gleichung (a) in an- 
derer Form 

(b) J.dQ = {düld&X.d&+{{dU/dv)^+p)dv, 

wo die angefügten Indices v und & andeuten sollen, dass diese 
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Grössen bei der Differentiation als constant betrachtet werden. 
Wird die Entropie mit S bezeichnet, so haben wir 

dS=^J.dQI&=ll&,{dUld&X.d& + (ll&.{dUldv)^+pli^')dv. 

Da die Entropie S hier eine Function yon v und i^* ist, so 
können wir setzen 

{ß8ld&\^\l&.{dUldd-\\ {dSldv)^== llx9.{dUldv)^ + pl&. 

Aus demselben Grunde ist aber auch 

d{dS I d&l I dv = d{dS I dv)^ I d&, 

und femer 

d{dSld&Xldv ^ ll&.didU/d&lldv, 

d{dSldv)^ld&== ll&.d{dUldv)^ld&--ll&K{dUldv)^+d{pl&)Jd&. 

Also ergiebt sich 

(c) {dUldv)^^&Kd{pl&Xld&y 
da auch U nur eine Function von & und v und 

d(dUldv)^ld&^d{dUld&Xldv ist. 

Der Differentialgleichung (c) muss die innere Energie ge- 
nügen. Der zweite Hauptsatz gewährt also das Mittel zur 
Bestimmung der inneren Energie. Aus den Glefchungen (c) 
and (b) ergiebt sich 

(d) J.dQ=^{dUld&X.d& + {&*d{pl&Xld&+p)dv. 

Ist demnach die Zustandsgleichung und die specifische Wärme 
c^ = XjJ.ißUjd&X bekannt, so kann durch die Gleichung (d) 
die Wärmemenge bestimmt werden, welche zu einer beliebigen 
Zustandsänderung des Körpers erforderlich ist. 

Die Wärmemenge, welche ein Körper erhalten hat, ist 
nicht durch den augenblicklichen Zustand des Körpers be- 
stimmt und kann also nicht als f\inction der Coordinaten be- 
trachtet werden. Wir können jedoch setzen 

(e) J{dQld&X=-{dUld&X, ^dQldv)^^{dUldv)^ + p, 

indem {dQjd&X'^^ ^^^ Wärmemenge ist, welche gebraucht 
wird, um der Temperatur den Zuwachs dd- zu ertheilen, 
während das Volumen constant bleibt und {dQjdv)^.dv die 
Wärmemenge ist, welche zur Volumenvergrösserung dv bei 
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conatanter Temperatur gebraucht wird. Es ist aber nicht 

d^Qld&dv = d*Qldvd&. 
Aus der Gleichung (e) erhalten wir 

d{dQld&Xldv - d{dQldv)^ld& = - \IJ.{ßpld»\. 

Die Differentialgleichung (c) wird auf das Verhalten eines 
idealen Gases angewandt, fllr welches pjß- ^ Rjv ist. Dem- 
nach wird {düjdv)^ = 0, was mit dem in § 111 Entwickelten 
übereinstimmt. 

Soll überhaupt die Energie eines Körpers bei constanter 
Temperatur von seinem Volumen unabhängig sein, so muss 
nach (c) die Zustandsgieichung desselben die Form 

haben. 

§ 115. Die Bifferentialquotienten. 

In der Regel ist die Zustandsgieichung nicht bekannt, 
dagegen weiss man bei manchen Körpern, wenn auch inner- 
halb enger Grenzen, wie das Volumen vom Drucke und der 
Temperatur abhängt. Für ein gewisses Gebiet kann also die 
Zustandsgieichung aufgestellt werden, welche die Form 

(a) av,p,»)^0 

haben möge. Bleibt der Druck p constanty so ist 
f{p,v + dvy & + d&)^0 und dfl dv . dv +.dfld&.d& = 0. 
Das Verhältniss zwischen dv und dih schreiben wir in der 
Form {ßvjdß)^. Das Volumen v des Körpers wird meist in 
der Form 

angegeben, wo ^ = i^- — 273 ist. Wir haben demnach 
(Öi;/Ö*)^ = r (a + 2/9 (*- 273) H-...)/(H-«(t^- 273) + ...). 
Wenn ß sehr klein ist, so wird 

(b) {dvldd-^^va. 

Diese Formel kann übrigens stets auch dann benutzt werden, 
wenn a eine Function von ß- ist 

Ist dagegen in der Gleichung (a) die Temperatur & comtant, 
so haben wir 
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dfl dp.dp + dfldv.dv^ 0, 

und hierdurch kann die yeränderung des Volumens durch den 
Druck bei constanter Temperatur ermittelt werden. Da eine 
Druckvergrösserung eine Verminderung des Volumens zur 
Folge hat, so ist {ßvjdp)^ negativ. Aus^der Elasticitäts- 
theorie (yergl. § 29) haben wir für flüssige und feste Körper 

Xdvjv=^^dp und = ör/r = - (1 -2A)3öj5/l' 

zu setzen. Also wird 

(c) {dvjdp)^^^vjX. 

Für die idealen Gase ergiebt sich aus der Zustandsgieichung, 
dass {dv I dp)^ = — r/p ist, also wird A ==/?. 

Werm das Volumen des Körpers constant bleibt^ so wird durch 
die Temperaturzunahme dß- des Körpers der Druck um dp 
gesteigert; wir erhalten auf diese Weise eine dritte Grösse 
{dpld&\. Ausser den betrachteten Differentialquotienten sind 
noch drei andere zu berücksichtigen, nämlich d&jdvy dpjdv 
und d&jdpj welche mit den erwähnten durch folgende Be- 
ziehungen 



(d) { 



{dpld&\.{d»ldp\ = \ 

verknüpft sind. 

i;j|fundiV^P(Fig. 139) 
seien zwei isotherme Curven, 
welchen die Temperaturen 
& und & + dß- entsprechen. 
Wir haben dann 

{dpldv)^^\jgAEv, 

wenn AE die Tangente im 
Punkte A der isothermen 
Curve mit dem Parameter & 
ist. Steht BAD senkrecht 
zu Ov und ist AC parallel 
mit 0», so wird 

igAEv=^ --ADIIJE= ^ ABjAC, 
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und demnach 

(ö/>/dt;V= --äBIäC. 

Ferner ist zugleich 

{ßvldx\^ACId&, {ß&jdpX^d&jAB. 
Also erhalten löi 

(e) [dpldv)^.{dvld&\.{d{hldp\^^\. 

Aus den Gleichungen (d) und (e) erkennt man, dass es 
hinreichend ist, zwei von einander unabhängige Differential- 
quotienten zu kennen. Die Gleichung (e) kann auch folgender- 
maassen abgeleitet werden. Wenn p als Function von v und d' 
betrachtet wird^ so haben wir 

dp =- {dp I dv)^^.dv + {dp I d&X.d&. 

Nehmen wir einen constanten Druck an, also dp = 0, so wird 

dvjd&^ -{dp/dOXlidpIdv)^. 

Die hier auftretende Grösse dv/d& ist eben die mit {dvjd&X 
bezeichnete; wir gelangen damit wiederum zur Gleichung (e) 
zurück. 

Für die Gase ist 
{dpldv)^^^plv; {dvld&)^^BIp; [d»ldp\^vlR. 
Diese Werthe genügen der Gleichung (e). 

Für die Flüssigkeiten und festen Körper haben wir 

Unter Berücksichtigung der Gleichung (e) ist dann 

(f) {dpld&i^ak. 

§ 116. FlvMige und fette Körper. 

Sind & und o unabhängige Variable, so haben wir 
nach § 111 

(a) J.dq = {dUj d&X .d& + ({dUldv), + p). dv. 

Bei Anwendung des zweiten Hauptsatzes erhalten wir dami 
nach § 114 (c) 

(b) {dUj dv), = &* .dipIdXI d& = » .{dp I d&X-p. 
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Dadurch erlangt die Gleichung (a) die Form 

(c) J'.dQ = {dUld&X.d& + &.{dpld&l.dv. 

Bezeichnen wir die specifische Wärme bei constantem Volumen, 
mit c^j 80 ist 

(d) ^'C^ = {dUld&l. 

Mit Rücksicht auf § 115 (f) lautet die Gleichung (c) 
(e; dQ^c^.d& + &aX.dvlJ. 

Aus den Gleichungen (b) und (d) folgt 

(f) J.dcJdv=^d*Uldvd& = &.d{dpld&Xld&, 
und also in Rücksicht auf § 115 (f) 

(g) J.dcJdv=^&.d{ccX)ld&. 

Dieses ergiebt sich auch aus der Gleichung (e) bei Benutzung 
des zweiten Hauptsatzes. Die Gleichung (g) zeigt, dass c^ yom 
Volumen unabhängig ist, wenn aX nicht, von der Temperatur 
abhängt. 

Um den Zusammenhang zwischen der zugeführten Wärme- 
menge einerseits und dem Drucke und der Temperatur anderer- 
seits auszudrücken, setzen wir 

dv^[dvldd'\.d& + {dvjdp)i^.dp, 

und erhalten dann aus (c) 

J .dq :^[{dü I d&\ + & .[dp I d&l.iß^ I d&\\d& 

+ &.(dpld&l.{dvldp)^.dp, 

oder in Rücksicht auf § 115 (e) 

(h) J.dq = \Jc^'-ß'.{dvjd&)ll{dvldp)^\d&^ß'.{dvldß'\.dp. 

Ist c^ die specifische Wärme bei constantem Drucke, so 
haben wir 

c,==c^-^l^'{dvld&^l{dvldp)^. 

Da nun dvjdp stets negativ ist, so ist c^ > c„, wofern nicht 
dvjdß- = wird, was z. B. flir Wasser bei 4® C. eintritt 

Werden die in § 115 filr die DifiFerentialquotienten ge- 
ftmdenen Werthe eingeführt, so erhalten wir 
(i) J.dq=^{Jc^ + a^Xv&\d& - avO-.dp 
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und 

(k) c^^c^ + anv^lJ. 

Die Temperatur einer Flüssigkeit oder eines festen Körpers 
wird durch Compression verändert. Setzen wir in der Glei- 
chung (i) dQ=^Oj so ist die Temperaturzunahme rfi9- bei der 
Steigerung des Druckes um dp 

d&= + av&jc^J.dpy 

d. h. die Temperatur nimmt mit wixchsendem Drucke zu, wetm a 
positiv isty also wenn bei einer Erwärmung der Korper sich aus- 
dehnt; ist dagegen a negativ, so nimmt die Temperatur bei 
steigendem Drucke ab. 

§ 117. Die Wärmeentwiokelung bei der Belmiuig. 

Wird auf die Flächeneinheit der Endflächen eines festen 
cylindrischen Körpers der Druck p ausgeübt, so erfährt die 
Längeneinheit die Verkürzung p/ty wo e eine Constante ist 
Ist / die ursprüngliche Länge des Cylinders bei der Tem- 
peratur 0® C, so ist die Länge L desselben bei der Tem- 
peratur & und dem Drucke p, wenn die Elasticitätsgrenze 
nicht überschritten wird, ' 

(a) i; = /.(l-p/«).(l +/?(*- 273)), 
wo ß der Ausdehnungscoefficient ist. 

Wird der Körper um dZ verlängert und erfährt er die 
Temperaturzunahme d&f so ist dazu die Wärmemenge dQ 
erforderlich; die bei der Ausdehnung geleistete Arbeit ist 
A.p.dZy wenn A der Querschnitt des Cylinders ist. Es sei 
M die Masse des Körpers und U die innere Energie in der 
Masseneinheit bei der Temperatur & und der Länge Z, so 
haben wir 

(b) J.dQ=:M.dUldß'.dx'h + (M.düldZ + Ap).dZ. 

Bei Anwendung des zweiten Hauptsatzes auf diesen Ausdruck 
erhalten wir 

d(MI&.dUld&)ldZ^d{MI&.düldZ + Apl&)ld» 
oder 
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Demnach ergiebt sich 

J.dQ^M.{dUld&)L.d& + d'.A.{dpld»)i^.dL. 
Werden & und p als unabhängige Variable betrachtet, so ist 

dZ=:{dLld&)j,.di^' + {dlldp)^.dp 
und 

J.dq^[M.{ßUldß')L + &.A.{dpld&)t.{dLjd{r)j,-]d{)' 

+ &.A.{dpldx9-)L.{dLldp)^.dp. 

Da die Formveränderung sehr klein ist, so haben wir, wenn 
mit Cp die specifische Wärme bei constantem Drucke be- 
zeichnet wird, 

(c) J.dQ=^JMcp.d&--&A.{dZld&)p.dp. 

da nach Analogie des § 115 (e) 

{dpjd&)r..{d&ldL\.{dLldp)^^-^\ 

ist. Wird der Druck auf die Endfläche um dp vermehrt, 
sodass der Gesammtdruck A.dp ^ P i^i und wird keine Wärme 
zugeführt, so wächst die Temperatur des Körpers um 

d& = ßPLßlJMcp, 

oder, wenn die Masse der Längeneinheit mit m bezeichnet 
wird, um 

d&^&ßP/Jmcp. 

Wäre durch die Kraft P der Cylinder ausgedehnt, so würde 
eine entsprechende Abkühlung eingetreten sein. 

§ 118. Vaii der Waals' Zustandsgleiohung. 

Die Zustandsgieichung eines idealen Gases ht pv^R&; 
die isotherme Curve ist also eine gleichseitige Hyperbel. Die 
wirklichen Gase verhalten sich jedoch bei niedriger Temperatur 
und hohem Drucke wesentlich anders. Eine bestimmte Gas- 
menge habe bei einer gegebenen Temperatur das Volumen OC 
(Fig. 140) und befinde sich unter dem Drucke CC\ Wird 
der Druck vergrössert, während die Temperatur constant bleibt, 
so wird das Volumen verkleinert. Zuletzt ist der Raum mit 
dem betrachteten Gase gesättigt; der entsprechende Druck sei 
D I)\ BB' ist dann die Spannkraft des gesättigten Bampfes 
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bei der betrachteten Temperatnr. Wird das Volumen noch 
weiter verkleinert, so bleibt der Druck constant, während ein 
Theil des Dampfes in den tropfbarfliissigen Zustand übergeht 
Schliesslich ist der ganze Dampf in den tropfbarflüssigen 
Zustand übergegangen; das entsprechende Volumen sei 0F\ 
Solange also Dampf und Flüssigkeit sich in demselben Baume 
befinden, ist die isotherme Curve eine gerade Linie ^ welche der 
Axe V parallel ist Wird das Volumen der Flüssigkeit nun 
verkleinert, so wächst der Druck sehr rasch an, die zugehörige 
isotherme Curve ist in Fig. 140 durch FG dargestellt. Durch 




Versuche mit Kohlensäure hat Andrews gefunden, dass mit 
steigender Temperatur die Strecke D F kürzer wird, und dass 
bei einer gewissen Temperatur, welche als kritische Temperatur 
von ihm bezeichnet ist, die Länge der Strecke D^ Null wird. 
Bleibt die Temperatur der Kohlensäure constant, so ändert 
sich der Zustand derselben auf Gurven, die in Fig. 141 nach 
den Untersuchungen von Andrews dai^estellt sind. Die 
Abscissen stellen das Volumen, die Ordinaten stellen den 
Druck dar. Betrachten wir z. B. die isotherme Curve ABCB^ 
welche der Temperatur 15,1^ C. entspricht, so befindet sich 
im Punkte A die Kohlensäui*e noch im gasförmigen Zustande; 
bei B ist die Kohlensäure als gesättigter Dampf zu betrachten. 
Wird die Compression noch weiter ausgeführt, so tritt eine 
Verdichtung ein, während der Druck so lange constant bleibt. 
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bis die Kohlensäure in den tropfbarflüssigen Zustand über- 
gegangen ist, d. h. bis der Zustand der Kohlensäure durch 
C dargestellt ist. Von C ab nimmt der Druck sehr rasch zu, 
wenn das Volumen vermindert wird. Bei der Temperatur 
21,5® C. beginnt die Verdichtung erst bei B'\ der hqrizontalc 




Fig. 141. 



Theil der isothermen Curve ist hier kürzer. Bei 31,1® C. ist 
der horizontale Theil der isothermen Curve gleich Null; wir 
haben jetzt die kritische Temperatur erreicht. Die Iso- 
thermen, welche höheren Temperaturen entsprechen, sind stetig 
gekrümmt; es ist also unmöglich, die Kohlensäure in den 
tropfbarflüssigen Zustand zu bringen bei einer Temperatur, 
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welche höher als 31,1° C. ist. Bei höheren Temperataren als 
31,1° C. ist demnach bei der Kohlensäure kein sichtbarer 
Unterschied zwischen dem luftförmigen und dem flüssigen Zu- 
stande vorhanden. Bei der kritischen Temperatur hat die 
Flüssigkeit dieselbe Dichte, wie der gesättigte Damp£ Der 
Dampf kann nur dann durch Compression in den fusngen Zustand 
ubetgefukrt werden^ wenn seine Temperatur unter der kritischen 
Temperatur liegt 

James Thomson hat an Stelle der hier beschriebenen 
isothermen Curve eine continuirliche Curve C D HEJFG 
(Fig. 140) gesetzt; der Theil BHEJF soll dem instabilen 
Zustande entsprechen, und es scheint wirklich aus verschie- 
denen Versuchen über das Verhalten der Dämpfe und Flüssig- 
keiten beim Siedepunkte hervorzugehen, dass es möglich ist, 
den Dampf in den durch B H und FJ dargestellten Zustanden 
zu erhalten, während die Zustände HEJ durchaus instabil 
sind, da einer Volumenverminderung auch eine Druckverminde- 
rung entspricht. 

J. Clerk Maxwell hat auf eine merkwürdige Eigenschaft 
der betrachteten Isotherme aufinerksam gemacht, welche aus 
den Hauptsätzen der Wärmetheorie sich ergiebt. Durchläuft 
ein Gas den Kreisprocess FELHEJF^ so empfange der 
Körper beim geradlinigen Uebergange von F nach D die 
Wärmemenge L und gäbe längs der Curve DHEJP die 
• Wärmemenge L' ab; die Temperatur ist auf beiden Wegen 
dieselbe. Da das Gas einen vollständigen Kreisprocess durch- 
laufen hat, so haben wir 

fdQI&^LI&^ri&^O, 
und also 

Da also bei diesem Kreisprocesse keine Wärme verbraucht ist, 
so kann auch keine Arbeit geleistet sein, und es ist demnach 
die Fläche FJE gleich der Fläche DHE. Ist demnach die 
isotherme Curve GDHEJFG gegeben, so kann der maximale 
Druck des Dampfes dadurch ermittelt werden, dass man die 
Linie FD so bestimmt, dass die Flächen FJE und DH£ 
gleich gross werden. 
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Yan der Waals hat eine Zustandsgleichung der Gase 
aufgestellt, welche genauer das Verhalten der Gase verfolgen 
lässt und welche gestattet, die kritische Temperatur zu be- 
rechnen. Nicht nur durch den äusseren Druck, sondern auch 
durch die wechselseitige Anziehung der Moleküle wird das Gas 
zusammengehalten; diese Anziehung können wir uns durch eine 
Vergrösserung p des äusseren Druckes -p ersetzt denken. Da 
bei wachsender Dichte sowohl die anziehenden als die an- 
gezogenen Moleküle näher zusammenrücken, so muss -p' dem 
Quadrate der Dichte direct, also dem Quadrate des Volumens 
indirect proportional sein, und wir setzen demnach p'^a\v^^ 
sodass der Gesammtdruck des Gases p + a /v^ ist. Ausser- 
dem haben die Moleküle nicht den ganzen Eaum v bei ihrer 
Bewegung zur Verfügung, sondern die Moleküle nehmen selbst 
einen Theil des Baumes v ein. Van der Waals nimmt an, 
dass das Volumen eines flüssigen Körpers nicht unter eine 
gewisse Grenze sinken kann, ohne dass die Beweglichkeit der 
Theile aufhört. An Stelle des wahren Volumens v des Körpers 
betrachtet er daher ein Volumen t; — i, wo b eine sehr kleine 
Grösse ist, welche aber sehr viel grösser ist (ca. 4 — 8 mal), 
als das Volumen aller Moleküle des Gases. Die Bewegung 
der Moleküle kann also nur in dem Baume {v — b) stattfinden. 
So erhalten wir die Zustandsgleichung 

(a) {p + alv^{v-'b)=:JR&. 

Für ein sehr grosses Volumen v ergiebt sich wiederum die 
Zustandsgleichung der idealen Gase. 

Die Lage der Punkte H und / (Fig. 140), in denen die 
Tangenten der isothermen Curve der r-Axe parallel sind, er- 
giebt sich aus der Gleichung 

dpldv = 
oder 

(b) p + a/v2-.2a(ü-*)/ü8 = 0. 

Dieses ist die Gleichung der Curve, welche durch alle Punkte 
geht, in welchen die isothermen Curven Tangenten haben, 
welche der Axe Ov parallel sind. Alle diese isothermen Curven 
entsprechen nun Temperaturen, bei welchen der Körper so- 
wohl tropfbarflüssig als auch luftförmig sein kann. Erst wenn 
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die beiden Punkte zusammenfallen, gelangen wir zum kritischen 
Zustande. Da aber die zwei zusammenfallenden Punkte eine 
Verbindungslinie haben müssen , welche der Axe Ov parallel 
ist, so haben wir in der Yorigen Gleichung für den kritischen 
Zustand dp / dv = 0, oder 

(c) 6a(t;-*)/ü*-4a/t;» = 0. 

Bezeichnen wir mit v^ das kritische Volumenj d. h. das Volumen 
der Masseneinheit des Gases oder der Flüssigkeit bei der kri- 
tischen Temperatur, so erhalten wir aus der letzten Gleichung 

(d) »1 = 3*. 

Dementsprechend werden die kritische Temperatur ß-^ und der 
kritische Druck p^^ welcher nöthig ist, damit die Flüssigkeit 
bei einer Temperatur, die unendlich wenig unter der kritischen 
Temperatur liegt, nicht siede. 

(e) i9-i = l/Ä.8a/27*, jE?i=a/27*». 

Diese Resultate ergeben sich, wenn wir den Werth von v^ in 
(b) und (a) einführen. 

Werden üj, &^ und p^ zu Einheiten des Volumens, der 
Temperatur und des Druckes gewählt, so kann gesetzt werden 

»,= r»! == r.3*, /? = Ppi=P.«/27Ä2, ß^^T&^ = T.8al21bR, 

und die Zustandsgieichung lautet dann 

(f) (P+3/r«)(3r- i) = 8r. 

Hieraus ergiebt sich folgender Satz: Drückt man den Druck 
in Theilen des kritiscfien Druckes ^ das Volumen in Uieilen des 
kritischen Volumens, und die absolute Temperatur in Theilen der 
absoluten kritischen Temperatur aus, so werden die IsoAermen für 
alle Körper dieselben. Wir betrachten jetzt einige Anwendungen 
der Formel (f). 

a) Die Gleichung (f) kann in die Form 

3pr-p + 9/r-3/r« = 8r 

gebracht werden. Ist V gross, d. h. ist der Körper luftformig. 
so können wir P durch ^Tj V ersetzen und erhalten 

3Pr=82'+(fr-9).i/r+3/r«. 
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Das letzte Glied auf der rechten Seite kann unberücksichtigt 
bleiben. Die Gase befolgen demnach das Mariotte'sche Ge- 
setz, wenn 7= 27/8 und &^ T^^ == 27/8. iJ^^ ist. Hat & 
einen kleineren Werth, so yerhält sich das Gas wie ein Dampf; 
hat 19- einen grösseren Werth, so yerhält es sich wie atmo- 
sphärische Luft. 

b) DerCoefficientcf,,, welcher BlsSpannunffscoefjficient{{rfÜier 
Ausdehnungscoefficient bei constantem Volumen) bezeichnet 
wird und die Aenderung des Druckes bei der Temperatur- 
erhöhung Yon 1^ C. bei constantem Volumen des Gases angiebt, 
wird folgendermaassen bestimmt. Wir haben 

Ä, = 1 /;?.öp/ öl* = 1 /t^i P. öP/ö T=l/i*i. 8/(3 PF-P) 

= i/,*,.i/(r-|.i/r+|.i/r^. 

Für sehr grosse Werthe von F wird or» = 1 / &, entsprechend 
einem idealen Gase. Femer ist 

«,.*, = i/(y-f.i/r+|.i/r»). 

Als correspondirende Zustände definirt van der Waals solche, 
bei denen die Volumina, Drucke und Temperaturen fbr beide 
in demselben Verhältniss stehen zu denselben Grössen im 
kritischen Zustande, d. h. wenn 

t'/«! = f'/V = f"' PiPl =P'IPi =P, &l&,=&'l&,'= T, 
wo die Grössen v\ v^', p' u. s. w. sich auf das zweite Gas 
beziehen; so haben wir 

«.*i = <*i' oder aja^^&^l»^. 
Die Coefficienten a^ und a^ verhalten sich demnach in corre- 
spondirenden Zuständen umgekehrt wie die kritischen Tem- 
peraturen, 

c) Der Ausdehnungscoefficient a^, welcher die Vergrösserung 
des Volumens bei der Temperaturzunahme 1^ C. und bei con- 
stantem Drucke angiebt, ist folgendermaassen definirt 

a^^^llv.dv/d&^^ll&^r.dFIdT 

= i/,*,.i/(r+iP-i.i/r+f.i/n. 

Bei wachsendem Werthe F nähert sich a^ dem Werthe a^. 
Sind die Körper in correspondirendem Zustande, so haben wir 

ChriBtlansen-MQUer, Physik. 25 
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Ist der Ausgangspunkt für diese Betrachtungsweise richtig, so 
muss sie auch Anwendung finden auf die Ausdehnung der 
Flüssigkeiten durch die Wärme. Da der Druck bei den 
Flüssigkeiten nur von untergeordneter Bedeutung ist, so ge- 
nügt es, die Ausdehnungscoefficienten bei correspondirenden 
Temperaturen zu vergleichen. Die von v. d. Waals ange- 
stellten Berechnungen haben gezeigt, dass der Satz der Hauptr 
Sache nach fär Flüssigkeiten mit bekannten kritischen Tem- 
peraturen richtig ist. 

d) Der Druck gesättigter Dämpfe, 

Zur Bestimmung des Druckes gesättigter Dämpfe benutzen 
wir das oben erwähnte Theorem von Maxwell, welches aas- 
sagt, dass die Fläche F' F E D D' (Fig. 140) der Fläche 
F' FJEHDD' gleich ist, d. h. wenn OF' ^V^, OD' ^7^ 
und F' F ^ D' D ^ F^ gesetzt wird, haben wir 

Fl 

Durch Ausführung der Integration ergiebt sich bei Benutzung 
der ^ustandsgleichung (f) 

(g) I . T. log ((3 r, - 1) /(3 r, - 1)) = (P, + 3 / r, r,)(r, - f.). 

Für die Punkte F und D gelten die Gleichungen 

(Pj + 3/ri»)(3ri -1)= 8 rund (Pj + 3/r3*)(3rj~ i) = 8r. 

Werden V^ und V^ aus diesen drei Gleichungen eliminirt, so 
ergiebt sich eine Beziehung zwischen dem Drucke Pj des ge- 
sättigten Dampfes und der Temperatur T. Hieraus können 
wir mit v. d. Waals den Schluss ziehen: Ist für verschiedene 
Körper die absolute Temperatur derselbe Theü der kritischen 
Temperatur, so ist auch der Druck des gesättigten Dampfes ftir 
dieselben ein gleich grosser Theil des kritischen Dmckes. Aehn- 
liche Sätze gelten über die Abhängigkeit des Volumens der 
gesättigten Dämpfe vom Drucke und von der Temperatur. 

Auf Grund der von v. d. Waals angestellten Unter- 
suchungen hat Clausius eine etwas veränderte Form der 
Zustandsgieichung angegeben, nämlich 

{p + al»[v + ß)^){v ^b)^S&, 
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Diese Gleichling stellt die wirklichen Verhältnisse besser dar, 
aber sie fährt übrigens im Wesentlichen zu denselben Re- 
sultaten, wie jene. Geht man von der bekannten Gleichung 
(h) J.dq ^ {du l d&ldO- + {{du l dv)^ + p) dv 

aus, so gelangt man bei Anwendung des zweiten Hauptsatzes 
zu der Belation [vergl. § 114 (c)] 

{dUldv)^ = &\d{pl&Xld&. 
Nach der Zustandsgieichung von Clausius ist 

p 1 19 =^ B I {v -- b) -- a I &*{v + ß)^, 
und demnach 
(i) {dUldv)^^2al&{v + ß)^. 

Wird die Temperatur um d&f das Volumen um dv ver- 
grössert, so erhält die innere Energie den Zuwachs 

(k) dU=^Jc^.d& + 2al&{v + ß)Kdv, 

wo 

Jc„ = (dUld&l 

eine unbekannte Function von & und v ist. Sind die Aende- 
rungen der Temperatur sehr gering, so kann c^, wie die Be- 
obachtungen zeigen, als constant betrachtet werden. Wächst 
die Temperatur von & auf & + A^^ während v von v^ auf 
v^ wächst, so wird der Zuwachs A U der inneren Energie 
näherimgsweise gleich 
(1) AU^Jc^.A» + 2al&.{l/v^^llv^). 

Dehnt das Gas sich aus, ohne einen Widerstand zu haben, 
80 bleibt die innere Energie unverändert. Setzen wir dem- 
nach in der Gleichung (1) A C^== 0, so ergiebt sich 
(m) A*=-2«//c,*.(l/ü, -1/^3). 

Die Temperatur sinkt in diesem Falle. 

§ 119. Der gesättigte Dampf. 

Wird das Volumen eines Gramm Dampf oder das 
speci/uche Volumen mit v^ und das Volumen eines Gramm 
Flüssigkeit .mit v^ bezeiclmet, so ist der Baum v von einem. 
Gramm Flüssigkeit mit Dampf 

(a) v=^v^x + v^ (1 - x), 

25* 
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wenn x Gramm Dampf und also (1 ~ x) Gramm Flüssigkeit im 
Baum enthalten sind. Ist U^ die innere Energie des Dampfes, 
U^ die der Flüssigkeit, so ist die innere Energie U eines Ge- 
misches beider 

(b) ü^= l\x+ U^{\ -:r). 

Solange der Dampf gesättigt ist, hängen die innere Energie 
und der Druck nur von der Temperatur ab; der Druck and 
das Volumen der Flüssigkeit werden ebenfalls durch die Tem- 
peratur bestimmt. Wir haben also für ein Gemisch Ton 
Flüssigkeit mit gesättigtem Dampf 

(c) P=^f{»), 

p ist die Spannung des gesättigten Dampfes für die Temperatur &; 
folglich ist & der Siedepunkt der Flüssigkeit beim Drucke p. 

Diejenige Wärmemenge, welche zur Umwandlung 1 Gramm 
Flüssigkeit in Dampf bei der constanten Temperatur t?- und 
dem entsprechenden Drucke p erforderlich ist, heisst Fer- 
dampfungswärme L. Diese Wärme vermehrt einerseits die 
innere Energie, andererseits dient sie zur Leistung äusserer 
Arbeit. Ist U^ die Energie der Flüssigkeit bei ^^, U^ die 
des Dampfes bei derselben Temperatur, so hat die innere 
Energie den Zuwachs U^ — U^ erfahren. Da der Druck p 
constant ist, so ist die äussere Arbeit 
fi 
Jpdv=p{v^ -r^). 

Die Arbeit, welche zur Bildung eines Gramm Dampf erforder- 
lich ist, wird 

(d) J.L^U,^U,+p{v,^v,). 

Wenn eine Mischung von Flüssigkeit und Dampf sowohl 
Wärme empfängt als auch das Volumen ändert, so ist der 
Zuwachs an innerer Energie, da & und x variiren 

(e) dU^{U^^U^)dx + (x.dUJd& + {l'-x).dUJd&)d&. 
Da nach der Gleichung (a) 

(f) dv=:{v^^v^)dx+(x.dvjd& + {l'''x).dvjd»)d&, 

so ergiebt sich aus der Gleichung J.dQ =i dU + p.dv, dass 
die zugeführte Wärme sich bestimmt aus 
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i J.dQ = {x{dUJd&+p.dvJd&) + {l-x){dUJd& 
^^' \ +p.dvJd&)}d& + {U,+pv^-U,-pv,)dx. 

Setzen wir in dieser Gleichung d& = 0, so ergiebt sich durch 
Integration von a: x= bis :ir = 1 die Gleichung (d). Bringen 
wir die Gleichung (g) in die Form 

J.dQ = e.d& + X.dx, 
so folgt aus dem Garnot-Clausius'schen Theorem 

d{ei&)ldx^d{XI&)ld&. 
Es ist aber 

d{9l&)ldx=ll&.{dUJd&+p.dvJd&)-ll&.{dUJdi'h 

+ p.dv^ld&). 

d{XI&)ld&=lld-.{dUJd&+p.dvJdß- + Vi.dpld&) 

-ljß-.(dU^ld&+p.dvjjd& + v^.dpld&) 

-\l»\{U,+pv,-U,-pv,). 

Hieraus ergiebt sich, dass 

(h) U^^ U,^{v,-v,).&.dpld&^p{v,-v,), 

und dadurch ist die Differenz zwischen der inneren Energie 
des Dampfes und derjenigen der Flüssigkeit bestimmt. 
Aus den Gleichungen (d) und (h) erhalten wir 

(i) JZ = {v^-'V^)&.dpld&. 

Nun ist aber offenbar Vj > v^, demnach ist auch dp I d& eine 
positive Grösse. JDer Siedepunkt ist also um so höher, je höher 
der Druck ist 

Man kann die Gleichung (i) auch auf den Schmelzprocess 
anwenden, v^ bedeutet dann das Volumen der Flüssigkeit 
und Vj das Volumen des festen Körpers. Hier sind zweierlei 
Substanzen zu unterscheiden, wir haben solche, deren Volumen 
während des Schmelzens wächst (z. B. Wachs), und solche, 
deren Volumen während des Schmelzens abnimmt (z. B. Eis). 
Bei den ersteren ist v^ > v^ und dp j d& = posity bei den 
letzteren ist v^ < v^ und dp j dß- ^ neg. Bei den Substanzen, 
deren Volumen während des Schmelzprocesses wächst j liegt die 
Schmelztemperatur um so höher , je höher der Druck ist Bei 
den übrigen Substanzen , deren Volumen tcährend des Schmelzens 
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abnmmt, sinkt die Schmelztemperatur um so tiefer, je höher der 
Druck ist 

Soll der Baum immer nur gesättigten Dampf enthalten^ 
so ergiebt sich aus (g), da o: = 1 ist, 
(k) J.dQ=:{dUJd&+p.dvJd&)d&. 

dQ ist also die Wärmemenge, welche dem Dampfe zugeführt 
werden muss, damit 'dessen Temperatur den Zuwachs d& 
erhält, und damit gleichzeitig derselbe gesättigt bleibt. 
Nach der Gleichung (d) ist 

Wird die specifische Wärme der Flüssigkeit mit c bezeichnet, 
und ist k eine Constante, so kann U^ = Jc& + k gesetzt 
werden. Betrachten wir v^ als constant, so ergiebt sich 

dUJd&^Jc + J.dLld»^{v^-'V^),dpld&^p.dvJd&. 

Mit Rücksicht auf die Gleichung (i) haben wir dann aus (k) 

dq ={dL I d& - L I & + c)d» . 

Wird die Wärmemenge, welche erforderlich ist, um den Dampf 
um PC. zu erwärmen, während derselbe zugleich gesättigt 
bleibt, mit h bezeichnet, so haben wir 
(1) h = dZld&-'LI& + c. 

§ 120. Sie Entropie. 

Die Betrachtungen, welche hier über das Gleichgewicht 
2wischen einer Flüssigkeit und ihrem Dampfe angestellt sind, 
lassen sich auch in yielen anderen Fällen mit Nutzen ver- 
wenden, besonders bei chemischen Aufgaben. In Wirklichkeit 
gehen alle Betrachtungen von der Gleichung fd Qj & = für 
einen Kreisprocess aus. M. Planck hat allgemeine Formeln 
angegeben, welche solche Aufgaben leicht zu behandeln ge- 
statten. Die Körper, deren chemisches Gleichgewicht unter- 
sucht werden soll, befinden sich im Baume F und sind einem 
äusseren Drucke bei der Temperatur & unterworfen. Eine 
Aenderung in der Zusammensetzung oder in dem Hischungs- 
Terhältniss ist von einer Volumenänderung d V und einer 
Temperaturänderung d& begleitet, gleichzeitig wird von der 
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Umgebung die Wärmemenge dQ aufgenommen. Ist S die 
Entropie, U die innere Energie des Systems, so haben wir 

(a) d8={dU+P.dr)j». 

Der Zustand des betrachteten Systems von Körpern ist 
durch den Druck P, die Temperatur & und durch gewisse 
andere Variable n, n^, n, u. s. w. bestimmt. Enthält der 
Baum z. B. Wasser und gesättigten Wasserdampf, und ist die 
ganze Masse gleich M, so kann man die Dampfmenge Mn 
und die Flüssigkeitsmenge Mn^ setzen, wo n + n^ = \ ist. 
Handelt es sich um einen Büsociatiansvorgang ^ so mag n die 
Anzahl der Moleküle des ursprünglichen Gases sein, während 
n^ imd n, die Zahlen der dissocürten Moleküle angegeben. 
Demnach hängt der Zustand eines Systems überhaupt ab von 
den Grössen &, P, n, tIj, «,..., und wir haben 

(dü=dUld&.d& + dUldP.dP+dU/dn.dn...', 
dr^dFld&.d& + dridP.dP+dF/dn.dn 
+ dFldn^,dn^ ... 
dS^dSld&.dß- + dSjdP.dP+dSldn.dn 
+ dSldn^.dn^ + ... 
Nach der Definition (a) der Entropie ist 

dSld&=^ll&.{dUld& + P.dFld&), 



(b) 



^^^ * dSldF=ll&.{dUldF+P.dF/dP); 

da & und P unabhängig von einander sind. Aus (a) und (b) 
folgt, da & und P nicht von n, n^, n,, ... abhängen, 

dS/dn.dn + dSldn^.dn^+ .. . =- d({U + PF) / &) / dn 

+ d({U+PF)l&)ldn,+ ... 
Setzen wir 

(c) (D=^8^{U+PF)I&, 
so nimmt die vorige Gleichung die Form 

(d) d(l>ldn.dn + d(l>ldn^.dn^ + d(l>ldn^.dn^ + ...^0 
an. Sind die Grössen n^ n^, n^ ... von einander unabhängig, 
so haben wir 

d(l>ldn^d8ldn^ll&.{dUldn + P.dFldn) 
und die analogen Gleichungen, welche auch in diesem Falle 
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sich unmittelbar aus (a) ergeben. Im Allgemeinen wird jedoch 
eine Beziehung unter den Grössen n^ n^^ n, . . . bestehen. Als 
Beispiel fbr diese Betrachtungsweise behandeln wir das Problem 
der Zustandsveränderung. Befindet sich in einem gegebenen 
Räume eine Dampfmenge Mn und eine Flüssigkeitsmenge Mn^, 
so haben wir wie oben n + Wj = 1. Dann gelten folgende 
Gleichungen 

8=^ Mns + Mn^s^y U=Mnu + Mn^u^, F^Mnv + Mn^v^, 

wo *, tt, ü bezw. die Entropie, die innere Energie und das 
Volumen des Dampfes bezeichnen; «^, «^ und Vj haben die 
entsprechende Bedeutung flLr die Flüssigkeit. Nach der 
Gleichung (c) haben wir dann 

= Jlf7i(« - (m + Pv)l&) + Mn^ [s^ - (Mj + Pv^)l&) 
und 
= M{s - (tt + Pv)li9')dn + M{s^ - (w^ + Pv{)l&)dn^. 

Zugleich ist dn + dn^^O, Das Gleichgewicht zwischen Dampf 
und Flüssigkeit ist also Yorhanden, wenn 

(e) ,,9^ — M — Pü = ^1 19- - ttj - Pvj 

ist. Da in dieser Gleichung (e) alle Grössen allein von F 
und & abhängen, so kann sie in die Form 

gebracht werden. Die Gleichung (e) giebt demnach die Ab- 
hängigkeit des Druckes des gesättigten Dampfes von der Tem- 
peratur. 

Wenn die Masseneinheit Flüssigkeit zu Dampf bei der 
Temperatur t^ übergeht, so erhält die Entropie den Zuwachs 

(f) s-^s^ = JLl&. 
Nach der Gleichung (e) erhalten wir also 

JL = tt — t/j + P{y — üj) , 

wie in § 119 (d). Wird die Gleichung (e) differenziirt in Bezug 
auf & und wird P als Function von & betrachtet, so ergiebt 
sich, mit ^Rücksicht auf die Gleichungen 

dsld&^lli^'.{duld& + P.dv/d&)', 
dsJd&=^ll&.{du^ldd' + P.dvJd&) 
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die Relation 

J,Z^{v-'V^)&.dPld&. 

Die hier behandelte Methode kann auch anf ein gewisses 
Streben begründet werden, das in der Natur hervortritt. Die 
meisten Naturprocesse sind von Wärmeentwicklungen begleitet; 
die Energie scheint demnach die Neigung zu haben, besonders 
in Form Ton Wärme aufzutreten, und diese hat das Bestreben 
von den Körpern mit höherer Temperatur zu denen mit nie- 
derer Temperatur überzugehen. Bei allen solchen Umwand- 
lungen bleibt die gesammte Energie unverändert, aber sie 
verliert mehr und mehr die Fähigkeit sich in kinetische Energie 
umzuwandeln. Ein Körper, welcher eine Wärmemenge Q^ 
enthält und die Temperatur iJ-j hat, während alle ihn um- 
gebenden Körper die Temperatur &^ haben, kann nach § 11 2 (e) 
eine kinetische Energie Q^ {&j^ — ^2) / &j^ hervorbringen. Je 
niedriger demnach &^ ist, desto geringer wird also die hervor- 
gebrachte kinetische Energie, wenn &^ unverändert bleibt. 

Clausius drückt dieses in dem Satze aus: Die Entropie 
nimmt beständig zu, sie strebt einem Maximum zu. Geht z. B. 
eine Wärmemenge Q durch Leitung oder Strahlung über von 
einem Körper mit einer höheren Temperatur ß-^ zu einem 
anderen mit der niedrigeren Temperatur &^j so erhält die 
Entropie dabei den Zuwachs 

Nur bei einem Kreisprocesse, bei welchem die Körper, welche 
Wärme empfangen, dieselbe Temperatur haben vrie diejenigen, 
welche Wärme abgeben, und bei welchem das ganze System 
sich im indifferenten Gleichgewichte befindet, bleibt die Entropie 
unverändert, da nach Ausführung des Kreisprocesses 

fdqjd-^Q oder Aä=0 

ist. Dasselbe ist auch der Fall in jedem Augenblicke während 
des Kreisprocesses, wenn man sowohl auf die Entropie des 
arbeitenden Körpers als auf die des umgebenden Körpers 
Rücksicht nimmt; empfängt der erstere die Wärmemenge dQ, 
so hat der letztere die Wärmemenge dQ abgegeben; da beide 
Theile dieselbe Temperatur haben, ist die Entropie also unver- 
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ändert gebliebian. Dieses gilt jedoch nur für ideale Ereis- 
processe; bei jeder wirklichen Wärmebewegung geht die Wärme 
von höherer zu niederer Temperatur über, die Entropie mnss 
also wachsen. 

Die Bedingung für eine gewisse Aenderung im Zustande 
eines Systems ist also eine Vergrösserung der Entropie; Ver- 
änderungen, bei denen die Entropie vermindert wird, sind 
unmöglich. Im Gleichgewichte ist der Zustand des Körpers 
also in solcher Weise, dass bei jeder kleinen Veränderung 
entweder die Entropie vermehrt wird oder unverändert bleibt. 

Wir kommen dabei zurück zu den Gleichgewichtsbedin- 
gungen (a). Durch die Zuführung der Wärmemenge dQ wird 
die Entropie des betrachteten Körpers um dS vermehrt; der 
Zuwachs der gesammten Entropie ist demnach dS ^ dQj&, 
diese Grösse soll gleich Null sein. Da dQ = dü+ P.dF ist 
erhalten wir 

dS^ll&.{dU+P.dF)==0. 

§ 121. Sie Sissociation. 

Wird ein Gas durch Erwärmung oder Druckverminderung 
in zwei oder mehrere Gase gespalten, so dissociirt sich das- 
selbe; wie weit die Dissociation vorgeschritten ist, hängt von 
dem Drucke und der Temperatur ab. Um diese zu ermitteln, 
ist die Function 

(a) 0=Ä-(J^+Pr)/i* 

zu bestimmen. Ist n die Anzahl der Molecüle des ursprüng- 
lichen Gases und sind n^ , n^ ... die Zahlen der Molecüle 
der Dissociationsproducte, so haben wir für die gesammte 
innere Energie U den Ausdruck 

U=i nu + n^u^ + n^u^ + .. ., 
wo tt, Mj, Mg die Energien der einzelnen Molecüle bezeichnen. 
Ist m die Masse eines Molecüls, c„ die specifische Wärme des- 
selben bei constantem Volumen, so kann man die innere 
Energie bei x9^C. gleich Jmc„& + h setzen, wo k eine Constante 
ist. Wird Jmc^ mit c bezeichnet, so haben wir 

(b) U=^n{c& + h) + n, {c,& + h^) + .... 
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Ist V das Volumen eines Molecüls eines Gases, p der Druck 
desselben, so ist pv =: JR&y wo R von der Natur des Gases 
unabhängig ist. JÖer Einfachheit wegen setzt Planck B = l. 
Da die Gase gleichförmig über den ganzen Raum ausgebreitet 
sind, so ist nv= n^v^ = ... = F und also 

pV=^ n&, p^F=^n^& u. s. w. 
(c) Pr=(n + ni + w, + ...)*. 

Durch diese Gleichung wird F als Function von P, &, Uy n^ . . . 
dargestellt. 

Die Entropie des Systems ist gleich der Summe der 
Entropien aller Gase, also 

S = nÄ + Tij^j + n^s^ + . . ., 

wenn mit s die Entropie des Molecüls bezeichnet wird. Be- 
nutzen wir c in der oben angegebenen Bedeutung, so ist die 
Entropie eines Molecüls nach. § 111 (d) gleich 

c . log i9- + log r + k. 
Hier ist n v = T und also in Bücksicht auf die Gleichung (c) 

* = c.logi* + log(t9-/P.(n + 71^ + Wjj + ...)/») + *• 
Wird 
C7=n/(n + ni +n^ + ...)j C^=n^l{n + n^ + n^+ ...) u. s. w., 

gesetzt, so haben wir 

5 = n[(c+ l)logt9--logP-logC+Ä] 
nj [(ci + 1) log t^ - log P - log 67^ + ÄJ + . . . . 

Mit Bücksicht auf die Gleichungen (b), (c) und (d) nimmt (a) 

die Form an 

r0 = n[(c + l)(logt9^-l)-logP-logC+Ä-A/t9-] 
l+ni[K + l)(log*-l)-logP-logC, + Ä,-Äji:^] + .... 

Es ist aber 

ö(n.logC+ni.logCi + ...)/ön = logC 
und femer 

(f) ö0/ön = (r+l)(logt9'-l)-logP-logC+Ä-Ä/i*. 
Äehnliche Ausdrücke gelten flir die übrigen Differential- 



w {^ 
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qaotienten. Durch Einführung dieser Werthe in die Gleich- 
gewichtsbedingung 

ergiebt sich, dass zur Lösung der Aufgabe nur die Kenntniss 
der zwischen den Grössen n, n^j n^ ... bestehenden Relationen 
erforderlich ist. 

Soll man z. B. die Dissociation der Jodwasserstofifsänre 
in Jod und Wasserstoff untersuchen, so kann die Gasmischimg 
folgendermaassen angedeutet werden 

Durch die Dissociation werden zwei Molecüle Jodwasserstoff- 
säure zu einem Molecül Wasserstoff und einem Molecül Jod; 
das Verhältniss zwischen drij dn^, dn^ ist demnach : — 2 : 1 : 1. 
Setzen wir allgemein 

dn : rfnj : dn^ : . . . = tr : Vj : Vj : . . . , 

so lautet die Gleichgewichtsbedingung 

(g) v.d0ldn + p^.dOldn^ +v^.d(Pldn^ + ... = 0. 

Aus den Gleichungen (f) und (g) erhalten wir 

(h) :S[v{e+l){log&-l)-vlogP'-vlogC+pk'-vhl&]=^0. 

Zur Vereinfachung der Rechnung nimmt Planck an, dass 
die Atomwärme auch für die zusammengesetzten Gase con- 
stant ist, und dass die Molecularwärme gleich der Summe der 
Atomwärmen ist; die Erfahrung zeigt, dass dieses in allen 
Fällen näherungsweise richtig ist. Werden die Anzahlen der 
Atome, welche sich in der Verbindung befinden, mit a,cc^ycc^..^ 
bezeichnet, so können wir also setzen 

Da die Anzahl der Atome bei der Dissociation unverändert 
bleibt, so ist die Summe na + n^Uy^ + n^a^ + .-. constant, 
und demnach 

a .dn + a^ .dn^ + cc^.dn^ + ... = 0. 

Folglich ist auch 

vcc 4- Vj^j + Vgflfg + . . . = und pc + p^c^ + p^c^ + ... = 0. 
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Wird ferner 

r + v^+Vj+Vj + ... «ff^; vh + Vihj^ + p^h^+ ... «-logÄ^; 

«'(Ä- 1) + i'i (*i - 1) + . . . = logÄo 
gesetzt, so ergiebt sich aus (h) 

vlogC+v^logC^ + VjlogCj + ... = logÄo + (logAo)/^ 

+ VoAog{&IP) 
oder 

(i) c- . c,-^ .(73-.... = *,. v^*. {» I py^' 

Für Jodwasserstoff haben wir demnach v^ = und 

Ist ursprünglich nur Jodwa8sei*stoflF vorhanden, so wird 
n^ = n^, also C^ = C^ und 

ci/c=yvA77"^ 

Es ist aber C^jC =^n^ln. Demnach ist der Grad der Dis- 
sociation unabhängig vom Drucke, derselbe wächst aber mit 
der Temperatur. Die Dissoci^tion kann jedoch in dem be- 
trachteten Falle nicht vollständig werden, da für i?* = oo sich 
CJC^yi^ ergiebt. 

Nach der Gleichung (i) hat der Druck keinen Einfluss 
auf den Dissociationsgrad , wenn durch die Dissociation nicht 
das Gesammtvolumen geändert wird. Dieses letztere ist der 
Fall, wenn Vq^^O ist. Wächst dagegen das Volumen bei der 
Dissociation, so verhindert eine Yergrösserung des Druckes die 
letztere. Dieses tritt ein bei dem Stickstoffdioxyd N^O^, aus 
dem ein Molecül durch Dissociation umgebildet wird zu zwei 
Molecülen NO^, hier ist v = — 1, v^ = 2, also 

diese Gleichung bestimmt ii\ Verbindung mit C^ + C = l den 
Dissociationsgrad. 

Um die durch die Werthe dn, dn^^ dn^ . . . bestimmte 
Dissociation bei constanter Temperatur und bei constantem 
Drucke hervorzubringen, ist die Wärmemenge Q erforderlich, 
welche sich bestimmt aus 

J.dq^dU+P.dV, 
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oder nach den Gleichungen (b) und (c) aus 

J.dQ:==:S{c& + h)dn + &.2:dn. 

Da JSvc^ ist, so wird die Wärmemenge, welche zu der 
durch die Grössen Vy Vj, v, ... bestimmten Dissociation er- 
forderlich ist, bestimmt durch 

(k) /. (2 = vA + ViÄi + i^jÄj + . . . + fo* = •'o* - logÄo- 
Zu demselben Resultate gelangen wir von der Gleichung 

J.dq^&.dS 
unter Berücksichtigung der Beziehungen (d) und (h). 
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Die Wärmeleitung. 

§ 122. Die Pourier'sohe Gleichung. 
Wenn die Temperatur in den verschiedenen Theilen eines 
Körpers yerschieden ist, so gehen allmählich so lange Ver- 
änderungen vor bis alle Theile des Körpers dieselbe Tem- 
peratur haben, d. h. bis Temperaturgleichgewicht eingetreten 
ist. Dabei wird vorausgesetzt, dass der Körper weder Wärme 
von der Umgebung aufnimmt, noch Wärme an dieselbe ab- 
giebt. Je schneller der Gleichgewichtszustand eintritt, um so 
besser leitet der Körper die Wärme. Ohne irgend eine An- 
nahme über die Natur der Wärme zu machen, können wir 
sagen, dass die Wärme im Körper so lange strömt, bis jener 
Gleichgewichtszustand eingetreten ist. Wir definiren als Strom- 
stärke der Wärmebewegung diejenige Wärmemenge, welche in 
der Zeiteinheit durch die Flächeneinheit tritt. Durch das 
Flächenelement dS im Inneren des Körpers geht also in der 
Zeit rf^ die Wärmemenge 

q.dS.dty 
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wo Q die Stromstärke der Wärmebewegung durch das Element 
dS ist. Sind i7, F", JF die Componenten der Stromstärke nach 
den Coordinatenaxen, so geht durch das Flächenelement dy dz 
in der Zeit dt die Wärmemenge U, dy ,dz. dt, während durch 
die Flächenelemente dx.dz und dx.dy in der Zeit dt bezw. die 
Wärmemengen F. dx.dz. dt und fF. dx.dy. dt strömen. 

Benutzen wir die allgemeinen Gleichungen des § 14 für 
strömende Bewegungen, so erhalten wir für Q 

(a) Q^lU+mF+nW, 

wo l, m, n die Richtungscosinus der Normale des Flächen- 
elementes dS sind.. 

00' (Fig. 142) sei ein rechtwinkliges Parallelepiped, dessen 
Kanten OA = a, OB = b und 0C= c parallel den Coordinaten- 




3' 

Fig. 142. 

axen sind. Wenn im Punkte die Componenten der Strom- 
stärke Uj F, JF sind, so sind dieselben in A bezw. 

U+dUldx.a, F+dF/dx.a, W+dWjdx.a, 

indem a, ä, c so klein sind, dass wir nur die ersten Glieder 
der Entwicklung zu berücksichtigen brauchen. Durch die 
Fläche OBA'C erhält das Parallelepiped in der Zeit dt die 
Menge U.dt.hc, durch die Fläche AC'O'B' strömt in der- 
selben Zeit aus dem Parallelepiped die Menge 

{U+dUjdx,a)bc.dt. 

Das Parallelepiped hat also die Menge —dU jdx .a.bc.dt 
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aufgenommen. Berücksichtigen wir auch die übrigen Seiten- 
flächen, so ist die Wärmemenge , welche im Parallelepiped 
geblieben ist, 

-'{dUjdx + dVldy + dWldz).abc.dt 

oder, wenn wir a.b .c ^ dv setzen, 

- {dUjdx + drjdy + dl^^jdz)dvdt. 

Ist c die specifische Wärme des Körpers, q die Dichte 
desselben, so erhöht jene Wärmemenge die Temperatur ß- des 
Körpers um d&^ wo d& durch folgende Gleichung bestimmt ist 

(b) cQ.d&=:^{dUldx + dFld!/ + dJFjdz)dL 

Diese Gleichung gilt aber nur dann, wenn die aufgenommene 
Wärme allein zur Temperaturänderung verwendet wird und 
nicht etwa gleichzeitig Aenderungen des Aggregatzustandes 
oder chemische Veränderungen eintreten. Zuweilen entsteht 
auch Wärme im Inneren des Körpers, welche nicht in Form 
von Wärme in den Körper gedrungen ist, sondern welche 
in Folge innerer Reibung oder durch einen electrischen Strom 
im Körper entstanden ist. 

Die Stromcomponenten Z7, T, JF hängen von der Wärme- 
vertheilung im Körper und von der Natur des Körpers ab. 
Leitet der Körper die Wärme nach allen Richtungen gleich 
gut, ist er z. B. isotrop, so kann man die Stromstärken in 
folgender Weise bestimmen. A und B seien zwei unendlich 
benachbarte Punkte innerhalb des Körpers, in welchen bezw. 
die Temperaturen & und &' sind, dv sei der Abstand der 
Punkte A und B, und k das Leitungsvermögen fiir die Wärme, 
dann ist die Stärke des Wärmestromes in der Richtung AB 
gegeben durch 

Q = Ä(i9--i9-')/rfv. 
Das Leitangsvermögen ist demnach die Wärmemenge, welche 
in der Zeiteinheit durch die Flächeneinheit des Querschnittes 
strömt, wenn die Temperaturdifferenz der Begrenzungsflächen 
1^ ist und der Abstand der Begrenzungsflächen gleich einem 
Centimeter ist. 

Weil aber &' zs:^ & + dd- j dv . dv ist, so haben wir auch 

^c) Qr=-k.d&ldv. 
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Für die Stromcomponenten TJj V^ W erhalten wir in ähnlicher 
Weise die Ausdrücke 

(d) ü^^k.d&jdx, r^^-k.d&jdy, W^^k.d&ldz. 

In Wirklichkeit ist das Leitungsvermögen k eine Function 
von 19* ; wir wollen aber der Einfachheit wegen annehmen, 
dass k constant sei. Aus (b) und (d) erhalten wir 

(e) cQ.d&ldt = k{d*&ldx* + d^&ldy^ + d^&ldz*). 

Diese Gleichung ist zuerst von Fourier aufgestellt und soll 
daher als Fouriet^sche Gleichung bezeichnet werden. Die 
specifische Wärme c, die Dichte q und das Leitungsvermögen A 
sind Functionen von &\ wir wollen sie aber als Constante 
betrachten. Der Fourier'schen Gleichung können wir auch 
die Form 

(f) d& I dt r:^ x\d^& I dx^ + d^& I dy^ + d^& I dz^ 
geben, wo 

(g) x^^kjc^ ist. 

In der folgenden Tabelle sind die Werthe von k und » 
bei den Temperaturen 0^ und 100^ C. f&r einzelne Metalle 
nach L. Lorenz mitgetheilt. 

0,7226 
0,1423 
0,1627 
0,0764 

§ 128. Der itotionäre Zustand. 

Der Wärmezustand des Körpers, ist stationär^ wenn die 
Temperaturen der einzelnen Theile des Körpers verschieden sind, 
aber im Laufe der Zeit sich nicht ändern. In diesem Falle 
giebt jedes Theilchen nach der einen Seite soviel Wärme ab 
als es von der anderen Seite empfängt, und die Temperatur 
ist unabhängig von der Zeit t und nur abhängig von den 
Coordinaten x^ y, r. Für den stationären Zustand lautet die 
Gleichung § 122 (f) 

(a) d^&ldx^ + d^&jdy^ + d^&ldz^ = V*^ « 0. 

ChristUnsen-ATDller, Physik. 26 
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. 0,7198 


Zinn . . 


. 0,1598 


Eiisen . . 


. 0,1665 


Blei . . 


. 0,0836 



«0 


«100 


0,909 


0,873 


0,392 


0,344 


0,202 


0,179 


0,242 


0,222. 
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Die Stromcomponenten werden durch die Gleichungen § 122 (d) 
ausgedrückt. 

Warmeströmung in einer Platte. Wir betrachten eine dilime 
Platte, deren Seitenflächen Z und M der yz- Ebene parallel 
sind. Die Seitenflächen haben bezw. die Temperaturen &^ und 
!?•,. In diesem Falle ist der Wärmestrom der x-Axe parallel 
und die Temperatur & hängt in der Nähe der x-Axe allein 
Ton X aby sodass nach (a) 

rf^9-/rfx» = 
ist. Also wird &=px + q. Haben die Seitenflächen Z und M 
Yom Goordinatenanfangspunkte bezw. die Abstände a und b, so 
haben wir 

und femer 

Bezeichnen wir den Abstand & — a der Seitenflächen mit e, 
so ist die Stärke U des Wärmestromes 

(c) U^k{&^-"»^)le. 

üeberhaupt entspricht jedes Integral der Gleichung (a) einem 
stationären Wärmezustande. Ist 

ein Integral von (a), so sind 

*i = A^» y» ') ^»d *i = fi^j Vj ^)j 
wo &^ und &^ constant sind, die Gleichungen für zwei Flächen 
constanter Temperatur oder für zwei isotherme Flächen. Wird 
der Körper begrenzt von den Flächen, welche durch &^ und d-^ 
bestimmt sind, und ist & eine Temperatur, die zwischen i^j 
und &^ liegt, so ist 

die Gleichung für eine beliebige isotherme Fläche. 

Wärmestromung in einer Kugel. Sind m und c Constante 
und ist r* = x*+y^ + z*, so ist 

ß- = mjr + c 
eine Lösung von (a). Setzen wir also 
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SO ist 

die Gleichung flir das System der isothermen Flachen, welche 
in diesem Falle Kugelflächen sind. Für den Wärmestrom U 
in der Bichtung r haben wir 

(e) U^'-k.d&ldr==k{&^'-&^)r^rJr^{r^^r^). 

Aus den Gleichungen (d) und (e) ergeben sich auch die Tem- 
peratur und die Wärmeströmung in einer Hohlkugel, deren 
innere und äussere Fläche bezw. die Temperaturen 19*^ und &^ 
haben. Die gesammte Wärmemenge, welche durch die Hohl- 
kugel ausströmt, ist 

Warmesträmunff in einem Bohre. Sind c und c Constante 
und ist r^ — x^ + y*y so ist nach § 15 

i?- = c log r + c' 
ein Integral von (a). Wird also 

&^ = c. log Tj + c , i^-j = c . log r, + c 
gesetzt, so erhalten wir 
(n I * = (*i - i^s)logr/(logr, - logr,) 

l +(i*ilogr,-*3logri)/aogr, -logr,). 
In der Richtung r ist der Wärmestrom ü 

l7=:Ä(,^i-*,)/raogr,-logr,). 

Die Wärmemenge, welche durch eine Längeneinheit des Bohres 
ausströmt, ist 

(g) 2nrU= 2nk{&, - i9-,)/aogr, ^ logr^). 

§ 124. Sie perioditohe Wärmettrömung in einer Eichtxmg. 

Wenn die Temperatur des Körpers nur von einer Coordi- 
nate, z. B. x, abhängt, so lautet die Fourier'sche Gleichung 

(a) d&ldt=-x*.d^&ldxK 

In welcher Weise diese Gleichung integrirt werden kann, soll 
später untersucht werden. Vorläufig wollen wir einzelne Inte- 

26* 
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grale betrachten, welche einfachen und wichtigen Fällen ent- 
sprechen. 

Die Temperatur des Erdkörpers ändert sich im Lanfe 
des Jahres; sie steigt und fällt wie die Temperatur der Luft. 
Allein das Maximum der Temperatur tritt um so später ein, 
je tiefer man in das Erdinnere eindringt; dasselbe gilt natür- 
lich auch von dem Minimum der Temperatur. In der nach- 
folgenden Betrachtung wollen wir die Eigenwärme der Erde 
nicht berücksichtigen. 

Ist die Temperatur an der Erdoberfläche durch 

(b) &=i sin at 

gegeben, so kann man die Temperatur im Erdinnem durch 

(c) & = P.9mat+ Q. cos ut 

ausdrücken, wo P und Q Functionen des Abstandes x sind, 
den der betrachtete Pimkt von der Erdoberfläche hat Setzen 
wir für i?* den Ausdruck (c) ein in (a), so wird 

Pa.coB at — Qa.siß at = x^ {sinat . d^P / dx^ + gos at.d^Qj dx*). 

Demnach muss 

xKd^P/dx*^ •-'Qcc und xKd^qjdx^^Pa 

sein. Setzt man nun b* = ccj x*, so wird 

(d), (e) d^PIdx'' = -'«^P und Q := - IjsKd^P/dxK 

Zur Integration der Gleichung (d) setzen wir 

P:= Äef 
und erhalten 

;> = 6|CrT. 

Das Integral der Gleichung (d) erhält dann folgende Form: 

P= ^^(i+V=i)'»/K2 + ^^(i-V=^../K2 + c^(-i+v=i)../F2 

Da i9- = sein muss für x = oo, so wird ^ = Ä = und also 
Nach der Gleichung (e) erhalten wir 
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Aber nach den Gleichungen (b) und (c) ist P=l und Q = 
für JT = 0, also wird C = D == \. Demnach erhalten wir 

P « tf-«»/K2 . cos (bx / /2) ; C = - e-'»lV^ . sin (bx j ^2) 
und 

Q. = tf-*«/y2 . sin (^cct - BX 1 1/2). 

Setzen wir den Werth für € ein, so ergiebt sich 

& = e-»y^l'* . sin (at - x Y^ü / x). 

Der Unterschied zwischen der höchsten und tiefsten Tem- 
peratur in der Tiefe x unter der Erdoberfläche ist also 

Dieser Unterschied hängt demnach wesentlich von a ab. Je 
schneller die Temperatur an der Oberfläche wechselt, desto 
geringer ist der Einfluss dieses Wechsels auf die Temperatur 
im Inneren. Setzen wir z. B. die Temperatur an der Ober- 
fläche gleich 

& = sin{2ntlT), 

so ist jener Unterschied zwischen der höchsten und tie&ten' 
Temperatur gleich 

und dieser ist sehr viel grösser, wenn T die Dauer eines 
Jahres als die eines Tages ist. 

In Wirklichkeit gestalten sich die Verhältnisse anders als 
wir dieselben hier dargestellt haben, weil die Temperatur an 
der Oberfläche nicht in einfacher Weise ausgedrückt werden 
kann. Die Hauptzüge der Erscheinung ergeben jedoch die 
vorhergehenden Betrachtungen. 

§ 125. Eine erwärmte Fläche. 

Die Temperatur in einem unendlichen Körper sei überall 
Null, ausgenommen in einer Ebene, in welcher jede Flächen- 
einheit die Wärmemenge er enthält. Dieser Zustand sei zur 
Zeit ^ = vorhanden. Fourier hat gezeigt, dass die Tem- 
peratur & in einem Punkte, dessen Abstand von der erwärmten 
Ebene x ist, zur Zeit t durch 
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gegeben ist, wo k das Leitungsvermögen und x die in § 122 (g) 
definirte Grösse ist. Wir untersuchen nun, ob dieser Aus- 
druck für & nUen Bedingungen genügt, und zwar zunächst 
der DijBerentialgleichung 

d&ldt^x\d*&ldx\ 

Aus (a) erhalten wir 

(b),(c) d&ldt={^ll2t + x^l4xU^&j d»ldx=^x&l2x't, 

(d) d^&ldx^ =: (-1/2««/ + x^l4xU^&. 

Aus (b) und (d) ergiebt sich, dass die Differentialgleichung 
erfüllt ist. Für / = ist i?- = für alle Werthe von x mit 
Ausnahme des Werthes x == 0. Denn die Function 

nähert sich dem Grenzwerthe Null, wenn z unendlich gross 
wird. Wenn & durch die Gleichung (a) bestimmt ist, so können 
wir femer zeigen, dass jede Flächeneinheit der erwärmten 
Fläche 8 zur Zeit t=^0 die Wärmemenge a enthält. Die 
gesammte Wärmemenge, welche im Räume vorhanden ist, 
wird durch den Ausdruck 

+ 00 +00 

fSgc&.dx^ 4^ f-J—e-^l^-^^.dx 
J ^ YnJ 2xYT 

— OD —00 

gegeben. 

Weil aber 

+ 00 

(e) fe-^dq = Y^ 

— OD 

ist, so muss die zu jeder Zeit im Räume vorhandene Wärme- 
menge SiT sein. Weil aber diese Wärmemenge zur Zeit / = 
auf der unendlichen Fläche S vorhanden ist, so muss die 
Flächeneinheit zur Zeit / = die Wärmemenge a enthalten. 
Aus (a) ergiebt sich, dass & = ist sowohl für f=0 als 
auch für ^= oo; zu einer bestimmten Zeit muss also i9^ ein 
Maximum sein. Dieser Zeitpunkt wird gefunden aus 
(0 1^ = 0, 
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welches ergiebt 

Der entsprechende Werth von & ist 

(g) i9-= l/]/2?r7.(T/c(>ar. 

Aus der Gleichung (a) erkennen wir, dass die Wärme sich 
mit unendlich grosser Geschwindigkeit ausbreitet, denn i9- ist 
überall von Null verschieden, sobald nur t grösser als Null ist 
Wir wollen jetzt die Temperatur zu jeder Zeit in einem 
Baume bestimmen, in dem die ursprüngliche Wärmevertheilung 
nur von einer der Coordinaten abhängt. Für ^= sei i?* —f{a)j 
wo a der Abstand von der ^z- Ebene ist. Der Theil 8 des 
Banmgebietes, welches von zwei parallelen Ebenen begrenzt 
wird, für welche x = a und x^a + da ist, enthält die Wärme- 
menge 

8(7 = 8,da.Qc,f{a). 

Also ist die Wärmemenge a, welche in der Flächeneinheit der 
Lamelle vorhanden ist, 

a = da,Qc , f{a) . 

Wenn der übrige Theil des Raumes die Temperatur Null 
hat, 80 strömt von dem betrachteten Theile nach beiden Seiten 
die Wärme aus und in einem Punkte, dessen Abstand von 
der yz-Ebene gleich x ist, welcher also von der betrachteten 
Lamelle den Abstand x — a hat, ist nach (a) die Temperatur 

Die übrigen entsprechenden Lamellen senden die Wärme nach 
demselben Gesetze aus, und wir haben demnach 

c) ^-r.i^y''"""'""^'^'"- 

— GO 

Setzt man 

(i) ? = (a-^)/2x/7, 

so wird 

+ OD 

^= llYnJe"^ f{x + 2xqyt)dq. 
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Durch die Ausdrücke (h) und (i) ist die vorgelegte Aufgabe 
vollständig gelöst Setzt man in der Gleichung (i) t^O und 
benutzt mau (e), so ergiebt sich sogleich & » f{x). 

Ist z. B. die Anfangstemperatur constant und gleich &f^ 
flir — /<ar<+/, aber gleich Null ausserhalb dieser Grenzen, 
so wird die Integration in (h) zwischen diesetf Grenzen aus- 
geführt, sodass 

(k) ,^«J,._:?» r^-Cx— )•/**•« rfa 

^ ' yii 2xytj 

—I 

ist. 

§ 126. Die Autbfeitung der Wärme von einem Punkte. 

In einem unendlich grossen Körper sei die Temperatur 
überall gleich Null, ausgenommen in einem Punkte, in welchem 
eine Wärmemenge m concentrirt ist. Wir wollen die Wärme- 
vertheilung zu einer beliebigen Zeit t im Körper untersuchen. 
Die Aufgabe hat Fourier zuerst behandelt, er £and für die 
Temperatur & im Abstände r von m den Ausdruck 

(a) &=:mx*lk.{ll2xyTff.e'"'f^''"'' 

Wir zeigen, dass dieser Ausdruck allen Bedingungen genügt 
Befindet sich der Punkt mit der Wärmemenge m im Coordi- 
natenanfangspunkt, so nimmt die Fourier'sche Gleichung 

nach § 15 die Form an 

(b) d & I d t = x^id^i')' I dr^ + 2 1 r .d & I dr), 

weil & nur von r abhängt. Der letzten Gleichung kann man 
die Form 

(c) d{r&)ldt^x^d*{r&)ldr^ 
geben. Aus (a) erhalten wir 

(d{r&)ldt = {^dl2t + r^l4:x*i^.r&, 

(d) I ö(ri*)/dr = (l/r-r/2jr»<).ri^, 

1 d\r&)ldr^^{^3l2x^t + r^lix*^,r& 

und erkennen daraus, dass die Fourier'sche Gleichung er- 
füllt ist. Für ^ = ist femer & = 0. Die ursprüngUch vor- 
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bandene Wärmemenge ist wirklich tn, denn die gesammte 
Wärmemenge zu einer beliebigen Zeit ist dnrch 

00 00 



gegeben. Setzt man 

y = r/2«y7, 

80 erhält das Integral die Form 

00 



Durch theilweise Integration und Berücksichtigung der Glei- 
chung § 125 (e) findet man, dass das letzte Integral den 
Werüi m hat. 

Der Zeitpunkt t^ in welchem & seinen höchsten Werth 
hat, ergiebt sich aus der Gleichung 

& = 
oder nach (d) 

der entsprechende Werth von & ist 

,9-= (l/ff^)8.w/cpr». 

§ 127. Sie Ausbreitung der Wärme in einem unbegrenzten 

Körper. 

Wir wollen mit Hülfe der gefundenen Resultate die Aus- 
breitung der Wärme in einem unendlichen Körper untersuchen, 
wenn die Vertheilung der Wärme in einem bestimmten Zeit- 
punkte gegeben ist Zur Zeit ^ = sei ?9- = f{a, b, c), wo a, *, c 
die Coordinaten eines rechtwinkligen Goordinatensystems sind. 
Ein Baumelement da.db.dc enthält die Wärmemenge 

dm =^f{ajbjc).kjx^,dadbdc. 

Breitet sich diese Wärmemenge über den Körper aus, so 
bringt sie nach § 126 (a) die Erwärmung 

rf*==(l/2l.y¥"o»^-«•--^•■^^''-'^■^^'-*^•^/*'••^A«,^^)rf«rf^ 

hervor. 
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Nimmt man die Summe über alle Erwärmungen, welche 
von der betrachteten Wärmeyertheilung henühren, so erhält 
man für die Temperatur & im Punkte x^ y, z 

^OD — OD — 00 

Dieser Ausdruck für & ist ein Integral der DijGTerential- 
gleichung 

(b) d&ldt^x^d^/i-ldx^ + d^&ldy^ + d^&ldz^. 

Man beachte, dass die Integration dieser Gleichung von der 
Integration der einfacheren Gleichung 

(c) dX/dt^x^d^X/dx* 

abhängt. Ist nämlich X eine Function von x und t, welche 
der Gleichung (c) genügt und sind Y und Z bezw. Functionen 
von y, t und z, ^, welche den analogen Gleichungen (c) für 
y und z genügen, so befriedigt 

die Gleichung (b). Wir haben 

Yzx+xzr+xrz^x^(rz.d^xidx^ + xz.d^ridy' 

+ XY.d^Zldz\ 

Aus (c) und den analogen Gleichungen für y und z ergiebt 
sich, dass diese Gleichung erfüllt ist Nach § 125 (a) ist (c) 
erfüllt durch 

demnach ist der Ausdruck 



1 /yr..-^'--^*/^"'*. 1 /y7.e-^-^>•/*''•^ i /yT 



e 



ein Integral der Gleichung (b). Fibenso ist auch 



— OD — 00— 00 



ein Integral der Gleichung (b). C ist eine Constante und 
f{a, i, c) eine willkürliche Function von a, by c. Setzen wir 

« = (a-ar)/2xy7, ß = {b ^ y) / 2xfi, y ^ {c -^ z)j2xft, 
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SO ergiebt sich 

+ 00 + QO + OD 

— OD — OD — OD 

z + 2xYY^)dadßdy, 
Nimmt man nun ^ = 0, so ergiebt sich mit Hülfe von § 125 (e) 

Ist f{xyyyz) ein Ausdruck für die Temperatur im Anfenge 
der Zeit, so setzt man 

(7=i/(2xyi)» 

und erhält also 

+ 00 + 00 + 00 

U = (1 /l^)'/ / fe-'-l'-^n' + 2««V7, 

V / — OD — OD — 00 

y+2xß^7, z + 2xry~t)dadßdy. 

Die Ausdrücke (a) und {d) sind identisch, wovon man sich 
durch EinftLhrung der vorhin benutzten Substitution über- 
zeugen kann. 

§ 128. Die EUbUdung. 

Eine Wassermasse habe überall im Innern die Tem- 
peratur 19- = 0; ihre Oberfläche sei in Berührung mit einer 
Fläche, welche die Temperatur — &q hat. id-^ kann constant 
oder variabel sein, soll aber stets unter Null liegen, unter 
der Fläche mit der Temperatur — &q wird eine Eisschicht ge- 
bildet, die Dicke 6 der Eisschicht ist eine Function der Zeit t. 
Die Temperatur iS- in der Eismasse selbst ist eine Function 
von t und vom Abstände x von der Oberfläche. Für x = b 
haben wir stets & = 0. In der Eismasse gilt überall die 
Gleichung 
(a) d&ldt = x^d^&ldxK 

An der Grenzfläche zwischen Eis und Wasser wird fortgesetzt 
neues Eis gebildet. Die Wärmemenge, welche in der Zeit dty 
durch die Einheit der untersten Eisschicht aufwärts strömt, 
ist durch 

kd&ldx.dt 
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gegeben. In derselben Zeit wird eine Eisschicht toa der 
Dicke dB gebildet, die dadurch frei gewordene Wärmemenge ist 

Lgde, 

wenn L die Schmelzwärme und q die Dichte des Eises ist 
Für X = B wird 

(b) kd&ldx = iQdsIdt oder d& ldx = L I cx^ .d^ldt. 

& kann durch 

(C) ) ^»^/^-i.2- x«.d< +1.2.8.4- x^rf^« ^^••• 

dargestellt werden, und man überzeugt sich leicht, dass (c) die 
Gleichung (a) befriedigt Femer wird i^- = für jr = a. Um 
zu zeigen, dass auch (b) erfüllt ist, differentiiren wir in (c) 
in Bezug auf x und erhalten dadurch 

Hieraus erhalten wir für o: = e die Oleichung (b). 

Da an der Oberfläche i^- = — ß-^ ist, ergiebt sich aus (c) 

Ist die Dicke der Eisschicht als Function der Zeit t ge- 
geben, so kann d-^ leicht bestimmt werden; ist dagegen i^^ 
gegeben, so ist es im Allgemeinen schwierig, € zu bestimmeD. 

Ist &Q constant, so muss die rechte Seite der Gleichung (d) 
ebenfalls constant sein. Hierzu ist erforderlich, dass 

wo p eine Gonstante ist Aus (d) erhalten wir dann die 
Gleichung 

(e) c*„/i; = ^ + ^ + ^ + ..., 

welche zur Bestimmung von p dienen kann. Um die Seihe 
in (e) in eine endliche Form zu bringen, bilden wir aus (ej 



^) Diese Lösung ist dem Verfasser von L. Lorens mit 
worden. Siehe auch Stefan, Wied. Ann. Bd. XLU, S. 269. 
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und also wird 

d{c&JZp)ldp^l + c&JZ. 
Das Integral dieser Oleichung lautet 

(f) c»,lL^pfe-'''-'^IUa. 



Wächst die Dicke der Eisschicht proportional mit der 
Zeit t^ ist also 

€ = qxty 

wo q eine neue Constante ist, so ergiebt sich aus (d) 

oder 

(g) c*„/Z = «'"-l. 

Ist e sehr klein, so erhalten wir aus (d) 

und demnach 

t 

(h) t^=^2klLQ.f&^dt. 



Das letzte Besultat ergiebt sich auch, wenn wir den aufwärts 
sich bewegenden Wärmestrom gleich kd-^l^ setzen, wobei 
jedoch vorausgesetzt wird, dass die Temperatur im Eis gleich- 
massig nach unten zunimmt. Unter dieser Voraussetzung 
strömt in der Zeit dt die Wärmemenge kid-Q.dtJe aufwärts 
durch das Eis. In derselben Zeit wird eine Eisschicht von 
der Dicke ds gebildet, wobei die Wärmemenge Lg.de frei 
wird. Wir haben demnach 

h&Q.dt 1 1 ^ Lg.de. 

Diese Gleichung führt zu demselben Besultat, welches wii 
oben erhalten haben. Ist id-^ constant, so ergiebt sich 



(i) 6 = y^ß-^ktjLg. 
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§ 129. Die Wärmebewepmg in einer Platte, deren Oberflache 
anf constanter Temperatur erhalten wird. 

Im Allgemeinen ist es sehr schwierig, zu ermitteln, in 
welcher Weise die Temperatur in einem begrenzten Körper 
sich Ändert. Wir wollen einige FÜle besprechen, in welchen 
es möglich ist, die Aufgabe zu lösen. Im Innern einer pkn- 
parallelen Platte sei die Temperatur i^- = /"(jt), wo x der Ab- 
stand des betrachteten Punktes von der einen Seitenfläche ist 
Von der Zeit ^ = ab befindet sich die Oberfläche in Be- 
rührung mit einer Mischung aus Eis und Wasser, oder ihre 
Temperatur vrird in irgend einer anderen Weise auf Null er- 
halten. Das Gesetz, nach welchem die Wärme im Innern der 
Platte abnimmt, soll ermittelt werden. Bezeichnen wir die 
Dicke der Platte mit a, so ist 

j flir ^ = , * = /"(t) ; filr ^ = cx), i?" = ; 

^^^ l für X = , t?- = ; für JT = a , i9^ = . 

An der Oberfläche ändert sich die Temperatur unendlich 
schnell; dieselbe ist unmittelbar ausserhalb der Oberfläche an 
der einen Seite der Platte gleich Null, innerhalb der Ober- 
fläche aber /*(0). An der anderen Seitenfläche ist die Tem- 
peratur ausserhalb der Platte ebenfalls Null, innerhalb der- 
selben aber f[a). Die Function & soll nicht allein diesen 
Bedingungen genügen, sondern auch der Differentialgleichung 

(b) d&jdt^x^d^&jdx^. 
Ein Integral dieser Differentialgleichung lautet 

(c) t9- = «-*****' (^ sin m 2C + j8 cos m x) . 
Nach (a) muss ^ = sein, sodass 

(d) »^Ae~"^'*^^%mmx. 

Dieser Werth von & erfüllt nicht allein die Gleichung (b), 
sondern verschwindet auch für ar = 0. Weil & auch NuU sein 
soll für X ^ a, so muss 

sin m a = 

sein und also 

ma = ±pn^ 
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WO f eine ganze Zahl ist. Wir haben demnach 

(e) ^^^«-^•"•''•'^••.sinC/^^r^r/a). 

Berücksichtigen wir ferner, dass ß- — f{^) Air ^ = sein soll, 
so mnss 

(f) f(x) =z Asm(pnx I a) 
sein. 

Im Allgemeinen kann aber die Function f{x) nicht durch 
diesen Ausdruck dargestellt werden. Zur Lösung der Aufgabe 
benutzt man dann folgende Methode. 

Der Ausdruck (e) liefert uns nicht allein ein Integral der 
Fourier'schen Gleichung, sondern auch eine Summe von Aus- 
drücken (e) ist ein Integral dieser Gleichung, welche da- 
durch sich ergiebt, dass wir p alle ganzen Werthe zwischen 
1 und OD beilegen. Die Glieder, welche einem negativen p 
entsprechen, unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen von 
den Gliedern mit positivem p und können also als in den 
letzteren enthaltend betrachtet werden. Wir setzen demnach 

(g) &^A^Bm{7ixla).e'"^''"'^''*+ ^^ sin(2;rar/a).tf^^"*'^'/^* + ... 
Für ^ = ist i9- = f{x)^ sodass für < a: < a 

(h) f{x) =: A^sm{n X I ä) + A^sin{2 n X I a) + . . . 

wird. 

Wir untersuchen nun, ob eine willkürliche Function f{x) 
für den betrachteten Bereich durch eine trigonometrische Beihe 
von dieser Form ersetzt werden kann. Zu diesem Zwecke 
wählen wir an der Stelle der unendlichen Beihe (A) eine 
andere Beihe mit (n — l)-Coefficienten A^, A^, ... A^-ij 
welche mit f{x) in (n—1)- Punkten zusammenfällt, nämlich für 

X =s a jn, X =^2a I Uj ... x = {n — l)a I n. 

Daraus ergeben sich folgende (n — 1)-Gleichungen 

f{aln)^A^Hin{7iln) + A^sin{2nln)+ ... +^«-1 8in((n— l):;r/n), 

f{2aln) = A^ sm{27i I n) + A^sin{2 .2n /n) + ... 

+ ^„_isin(2(n- l):;r/n), 

f({n — 1) a/n) = ^^ sin ((w — 1) n/n) + ^ sin ((n - l)2n/n) + ... 

4-^„_isin((«-l)(7i-l)7r//i). 
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Wird die erste dieser Gleichungen mit sin{«/n), die zweite 
mit sin (2 91 /n) u. s. w. multiplicirt, so ergiebt sich durch 
Addition der rechten und linken Seiten der Gleichungen 

/•(a/n)8in(Ä/n)+/'(2a/n).8in(2«/n)+ ... 

+ /•((„- l)a/n) sin ((n- l)w/n) = ^^ [8in«(jr /n) 

+ sin*(2:;r/n)+ ... + 8in*((n - 1)^/»)] 

+ Ä^[sm{nln).sm{27€ln) + 8in(2jr/n).8in(2.2 «/») + ... 

+ sin ((n ^ l)n jn) sin ((n — 1) 2;r / «)] + . . . 

Nun ist 

sin* a + sin* 2a + . . . + sin* ((« — 1) a) 

= I [n - 1 — (cos 2a + cos 4a + . . . + cos ((2« — 2)«))] . 

Weil aber 

cos/S + cos 2/S + . . . + cos ((n - l)ß) 

= cos(Jn/9).sin(^(n-l)/?)/sini/9 
ist, so wird 

sin* a + sin* 2a + . . • + sin* ((n — 1) a) 
= -J- [« — 1 — cos n a . sin (n — 1) a / sin a]. 
Setzen wir ftbr a seinen Werth n/n ein, so wird 

sin*(!w/n) + sin*(2jr/n)+ ... sin*((n- l)«/n) «n/2. 
Dem Factor von A^ können wir aber die Form geben 

\ [cos (:;r / ») — cos (3« / n) + cos (2ä / n) — cos (6« / «) . . . 

+ cos ((n — 1) w / n) — cos ((« — 1) 8 w / n)l . 

Wenden wir die oben angegebene Summationsformel an, so 
zeigt sich, dass dieser Factor gleich Null wird. In derselben 
Weise verschwinden die Factoren von A^, Ä^ ... und wir er- 
halten das Resultat 

Ä^ = 2/«.[/'(a/n)sin(»/n)+/'(2a/«).sin(2»/n) + ... 

+ /-((n-l)a/n)sin((n-l)jr/n)]. 
Allgemein hat man f&r < m < n 

1^ = 2/n.r/'(a/n).sin(?nw/«)+/'(2a/n).sin(2iiiiif/«) 
+ ...+/-((n- l)a/«).sin((n- \)mnjn)\. 
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Demnach ist es möglich, die Goefficienten A^y A^ ... so 
zu bestimmen, dass f{x) nnd die trigonometrische Reihe für 
(n — 1)-Werthe von x zwischen und a zusammenfallen. Je 
grösser n gewählt wird, desto mehr Werthe haben die beiden 
Functionen gemeinsam und für n = cx) ist es gestattet, die 
eine Function an die Stelle der anderen in dem betrachteten 
Intervalle zu setzen. Beide Functionen sind jedoch nicht 
identisch, denn ihre Differentialquotienten können ganz ver- 
schieden sein. Die eine Function verhält sich zu der anderen 
wie eine gerade Linie zu einer gezähnten Linie, deren Zähne 
unendlich klein sind. 

Wir wollen nun annehmen, dass n = qo ist und schreiben 
die Gleichung (i) 

A^ = 2/Ä.ji/n. [/•(«/»). sin(?n;r/n)+/'(2a/n)sin(2»iiw/n) + ... 

+ f{raln)sm{rmn In) + ...]. 
Wir setzen nun 

rn jn^ Y j n jn -s^ dy y rajn^aYJn, 
so ergiebt sich 

n 

(k) A^=i 2[n.ff{ayln).Bisi{my)dy. 



Wird femer x = ay /n gesetzt, so haben wir 

a 

(1) -4« = 2 / a 'Jf{x) mi{mnx la)dx. 



Dasselbe Resultat ist in einer anderen Weise in § 37 (c) 
gefunden. 

Wir können also für einen beliebigen Bereich, z. B. von 
bis a an SteUe der Function f{x) eine trigonometrische 
Reihe, nämlich f&r < o: < a 



(m) 



f{x) « 2 / a . [sin {nx/a) . ff{x) sin (jj x / a) dx 



a 

+ Qm{2nxla).Jf{x)sia(2nxla)dx + ...J 




ChriBtiansen-MQller, Physik. 27 
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setzen. Werden die für J^ , A^ ... erhaltenen Werthe in (g) 
eingesetzt, so ist die betrachtete Aufgabe gelöst, und wir 
erhalten 



(n) 



|a^ = sin («x/a)«-"*"'"**. //•(*) sin («x/o)rfx 



a 

+ sin(2jrx/a)if-^"''*''^"'.//-(jr)8in(2^x/a)rfar + .. 





Ist z. B. die Temperatur der Platte Ton vornherein 
constant und gleich &Qy so haben wir 

a 

f&QBm{mitx I a)dx = (1 — C0Bmn)a&Q Imn , 



und also 

\ +J*^.8in(3ji:r/a).e-^'"*''>'' + ... 
Für * = erhalten wir, wenn < ar < a ist, 
(p) ^n == sm{nx/a) + ^.sm{9nx Ja) + ^.sm{5nx ja) + ... 



§ 130. Die Bntwiokelung der Fnnotionen in Seihen Yon 
Sinus und Coiinui. 

Nach den Betrachtungen des vorigen Paragraphen kann 
man stets 

(a) f{x)^A^Bm(nx I a) + A^sm{2nxla) + ... 
setzen, wo nach § 129 (1) 

a 

(b) A^^2la.ff{^)^i^{^^^l^)dcc 



ist, wenn x mit a vertauscht vrird. Die Beihenentwickelong 
gilt nur für < ar < a; für die Grenzwerthe und a selbst gilt 
sie nicht, wofern nicht f{x) selbst gleich Null f&r diese Grenz- 
werthe ist. Die rechte Seite von (a) ist eine ungerade Function, 
welche zugleich mit x das Vorzeichen wechselt. Die Beihe (a) 
gilt auch für den Bereich — a < ar < 0, wenn f{x) auch eine 
ungerade Function ist. Setzen wir f{x) = ir, so wird 
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a 

4» = 2 / a .ja sin (m » a / a) rfa =s — 2a cos (m ;r) / m ä , 



und femer 

(c) \.nxja = sin (i«rx/ a) -|. sin(2!wx/a) + |.8in(3iw ar/a)- ... 

Da X eine ungerade Function ist, so gilt die Reihe auch für 
negative Werthe von z, wenn sie fllr positive Werthe besteht 
Weil aber die Reihe auch gilt für ar == 0, so gilt sie flir den 
Bereich 

— a < a: < + a. 

Setzt man w or / a = y , so ist auch für — n <y < + n 

(d) I y = sin y - I . sin 2y + ^ . sin 3 y - . . . 
Wird femer 

(e) f{x) =:Bq + B^ cosinx/a) + j8, cos(2;r:r/a) + . . . 

gesetzt, und werden beide Seiten dieser Gleichung mit cos (m^ror/a) 
multiplicirt und dann integrirt von bis a, so ergiebt sich, 
wenn m und n ganze Zahlen sind, 

« a 

fcoB{mnxlß)coB(nnxla)dx = und /cos*(?nÄar/a)rfjr = ^a. 
o 

Demnach erhalten wir für m > 

a a 

(f) B^^2la.ff{x).cos{mnxla)dx und B^ = l/a.f f(x)dx. 



Bq ergiebt sich, wenn in (e) rechts und links mit dx multiplicirt 
und dann von bis a integrirt wird. Ist f{x) eine gerade 
Function, so gilt die Reihe für den Bereich — a < or < a, da 
die Cosinusreihe nicht mit x das Vorzeichen wechselt. Ist 
aber f{x) eine ungerade Function, so gilt die Reihe {e) nur 
innerhalb der Grenzen und a. 
Wir erhalten also das Resultat 



(g) 



\a.f{x)^ Bm{n X I a)f f {a)sm{n a I a)d a 



a 

+ sin{2 n X j a)J f{a)sm{2 71 a I a)d a + ... 



27* 
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\a.f[x) = \^Jf{^)da + C09{nx I a) . f f{a)cos {ncc I a)da 



a 

+ co%{2nx I a)ff{a)cos{2na la)da + .... 



Eine willkürliche Function f{x) kann auch in Reihen tob 
Sinus und Cosinus entwickelt werden, sodass die Entwicklung 
für den Bereich ^a<x<,a giltig bleibt. Zu diesem Zwecke 
setzt man 

/•W = i.[/'W + A-')] + i.[A')-A-*)]» 

wobei \[f{x) + /*(— J?)] eine gerade Function ist, weil dieselbe 
unverändert bleibt, wenn man x mit —x vertauscht. Dieselbe 
Function kann als Gosinusreihe dargestellt werden. Der 
Ooef&cient von cos(m;rx/a) wird 

a 

\'J[f{^) + fi-- ^)]<^^{mn cc I a)da 


a a 

= \ . J f{a)cos{mncc / a)dcc + \ . f f{— cc)cos{mna / a)da. 



Wird in dem letzten Integral a mit — a vertauscht, so geht 
dasselbe über in 

— a 

— \.Jf{€c)GOs{mnala)da 



und der gesuchte Coefficient wird dadurch 

+ a 

i jfil^) ^^ {mna I a) da, 

— a 

Wir erhalten demnach 

+ a 

\a.[f{x) + f{-x)] = \.Jf{a)da 

— a 
+ a 



(i) 



+ COS {nx I a)ff{cc) cos {n a / a) da 



+ a 



+ cos{2nx I ä)Jf(a)cos{27i €cl a)da + .... 
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Dagegen ist die Function ^.[/(j?)— A~"^)] ^^^^ ungerade 
Function, weil sie mit x zugleich das Vorzeichen wechselt; 
mit Hülfe Ton (g) stellen wir also diese Function als Sinus- 
reihe dar. Der Coefficient von sin{mnxla) wird 

a 

\»f[f{€c) —/*(—»)] sin(?ii^a/a)rfa 



a a 

= \ . f f{a)sm{mna I a) da — \ . f f{-' ce)sin{mna / a) da. 



Vertauscht man in dem letzten Integrale a und — iv, so 
geht dasselbe über in 

— a 

— \.Jf{a)Hm{mna I a)da 



und der Coefficient wird 

+ o 

i • ffd^) sin (m Ä of / a) rfa. 

— a 

Wir erhalten also das Eesultat 

+ o 

i fl . [f{x) — A"" *)] == ^^^ (^^ / ^) • ffi^) sin (;ra / a) ^a 



(k) 



+ sin (2:;r a: / a)ff{a) sin (2^ a j a)da + .... 



Durch Addition ergiebt sich aus den Gleichungen (i) und (k) 
endlich 

+ a +a 

a.f{x) = \ . ff{a) da + ff{c() cos (n (o: — a) / a) da 



a) 



— a 
+ o 



+ /A^) ^8 (2^ (a: — a) / a) rfa + . . ., 

— a 

oder für — a < x < a 

A:r)=l/a./[i + C08(Ä(a:-a)/a) 

— a 

+ COS (2 :;r (o: — a) / a) + . . .1 A^) ^«• 



+ o 

flx)^lla. 
(m) 
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Diese Beihe rührt von Foarier her. Dieselbe kann audi in 
der Form 

+ o _ +a 

(n) f{x) = ll2a. ff{a)da + 1 /a.^ ff{a) cos (m»(x-a)/fl) da 

— a — o 

dargesteUt werden. 

Wir können nun a irgend welche Werthe beilegen. Ist a 
unendlich gross und ist 

— O 

endlich, so verschvrindet das erste Glied auf der rechten Seite 
der Gleichung (n), und wir erhalten 

a 

« 1 s O D /» 

f(x) =s 1 1 n.^n /a, I f[a) cos {mn{x^a)j a) da. 

— a 

Wird nun mnja^X und also nja^dX gesetzt, so er- 
giebt sich 

00 +00 

(0) /•(*) = 1 In JdXffi«) cos (X {x - «)) d», 

—OD 

WO —00 <x< 00 ist. An Stelle dieser Gleichung kann man 
oft zwei andere anwenden, die sich aus (g) und (h) ergeben. 
Das allgemeine Glied in (g) lautet nämlich 

a 

sin {mnx / a) .fficc) sin {pina ja) da. 
Demnach ist 

a 
m» 00 ^ n 

f{x) = 2 1 % .% j a .'^mjjmnx I CL) \ f{a) sin {mnala) da. 

Wird nun m% j a^X und also n / a = dk gesetzt, so ergiebt 
sich fttr < ar < 00 

00 00 

(p) f{x) = 2ln.fdk.sm{kx)ff{a)sm{ka)da. 



Aus (h) erhalten wir in derselben Weise ftlr < x < oc 

00 00 

(q) f{x) = 2 1 a . f dkcos(Xx).f f{a)ßos{let)da. 
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§ 131. Die Anwendimg des Fonrier'sehen Saties anf die 
Anibreitang der Wärme. 

Wenn die Temperatur in einem Baume nur von der 
x-Coordinate abhangt, so muss die Temperatur & der 
Fourier 'sehen Gleichung 

(a) d&ldt^x^d^&ldx* 
genügen. Nach § 129 (c) ist 

& = «-^'"''(^ sin Aar + ^cosio:) 

ein Integral der Gleichung (a), wenn X^ Äy B Constante sind. 
Wir können dem Ausdrucke f&r & auch die Form 

^ ^ ^-x«K«« cos (A (x -«)) ./•(«) 

geben, wo f{a) eine willkürliche Function Ton a ist, X und a 
constante Grössen sind, welche alle möglichen Werthe annehmen 
können. Jede Summe solcher Glieder genügt der Gleichimg 
und also genügt derselben auch 

00 +00 

(b) &=lln.fdX «-^•«•'/A«) cos (* (* - «)) «'«• 

—OD 

Aber für ^ = ergiebt sich hieraus 

00 +00 

»= l/jr./rfA//'(a)cos(A(ar-a))rfa, 

—00 

woraus wir durch Vergleichung mit § 130 (o) erhalten 

^ = A^). 

In (b) ist also die Lösung der Aufgabe enthalten, die 
Temperatur in einem Körper zu irgend einer Zeit t zu be- 
stimmen, wenn die Temperatur zur Zeit *=0 durch &s=f{x) 
gegeben ist. Dieselbe Aufgabe ist inzwischen bereits auf 
einem anderen Wege in § 125 (h) und (i) gelöst worden, und 
wir zeigen nun, dass der hier für & gefundene Ausdruck mit 
dem firüheren identisch ist. 

Da 

+ 00 00 

(c) &=lln. Jf{a) du Je-'!'''* cos (l {x—a)) dX 
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ist) 80 bestiininen wir zunächst den Werth des Integrals 

00 



Entwickeln wir cos (A (or — er)) in eine Reihe, so wird dieses 
Integral dargestellt durch 

Durch theilweise Integration ergiebt sich 

OD OD 



und durch fortgesetzte Reduction 

J {2nUT J 



Weil aber 

00 



ist, so erhalten wir 

f ^-^•"•^ Ä2n dX = (2n-l)(2n-8)..>3.1 J^ 
J {2nUf 2xyt 

Das gesuchte Integral wird also 

V^ ''Vf ixn (a?-«)^V(2n-l)(2ft-3)...8.1 

oder 

2x^7 

Führen wir diesen Ausdruck fUr das Integral in (c) ein, so 
ergiebt sich 
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— 00 

Dieser Ausdruck für & ist identisch mit dem in § 125 (h) 
gegebenen. 

Wir wollen femer den Fourier'schen Lehrsatz benutzen, 
um das Oesetz aufzufinden, nach welchem die Wärme in einen 
Körper eindringt. Dabei wollen wir den einüetchen Fall be- 
trachten, in welchem der Körper mit seiner ebenen Grenz- 
fläche F einen anderen Körper berührt, der die gegebene 
Temperatur &q hat, welche unveränderlich ist. Die Temperatur 
des kalten Körpers sei Null. 

Wenn wir in derselben Weise wie früher verfahren und 
§ 130 (p) benutzen, so erhalten wir 

00 00 

» = 0'q + 2 In .J dXsm(Xx)e-^''**' . J f{a)sm{Xa)da. 



Dieser Ausdruck für \^ genügt allen Bedingungen, wenn nur 
für * = 

00 00 

=» i9-o + 2 In . f dX sin {Xx) . f f{a)sin{lcc)dcc 



wird. Aber nach § 130 (p) wird diese Gleichung erfüllt, wenn 

/•(«) = -&, 

ist. Die Lösung der vorgelegten Aufgabe ist demnach in 

00 00 

(e) * = t9-o - 2&j7t.JdXsm{Xx)e-^*^'^.fsin{)La)du 



enthalten. Benutzen wir dieselbe Reductionsmethode, durch 
welche der Ausdruck (c) in den Ausdruck (d) umgewandelt ist, 
80 ergiebt sich 

00 00 



woraus folgt 

— x/2Ky7 x/2xVi" 
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also auch 

— x/2kVT 

Da c"«' eine gerade -Function ist, so erhalten wir 

x/2xK« 


oder in Rücksicht auf § 125 (e) 

(f) &=2&jy^.Je-^'dg. 

x/2kK7 

A und B seien zwei Punkte im Innern des Körpers, 
welche bezw. die Abstände x^ und x, von der Fläche F haben. 
Wenn A nach der Zeit ^ die Temperatur &' erlangt hat, so ist 

Xxl2HYh 

Dieselbe Temperatur erreicht B erst nach der Zeit ^, welche 
durch die Gleichung 

00 

bestimmt ist. Durch Vergleichung der beiden Integrale sieht 
man, dass 

^i/y^ = '2/V^ oder t,lt,^x,^lx,^ 
sein muss, d. h. die Zeiten j nach deren Verlauf zwei Punkte 
dieselbe Temperatur erlangen, verhalten sich wie die Quadrate 
der Abstände der Punkte von der erwärmten Fläche F. 

Wir bestimmen nun die Wärmemenge ^ welche durch die 
Flächeneinheit in den kalten Körper während der Zeiteinheit 
hineinströmt. Zu diesem Zwecke geben wir der Gleichung (f) 
die Form 

& = 2&jf;i.[f(<x>)-f(xi2xyi)], 

woraus sich in Bücksicht auf (f) 

- kd& I dx = k&g I »Ynt .e-'^l*"'' 
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ergiebi Die gesuchte Wärmemenge U finden wir, wenn ar = 
gesetzt wird, die Wärmemenge ist 

(g) U=^k&Jxy^t. 

Mit Hülfe der Gleichung (g) wollen wir eine wichtige 
Aufgabe lösen. Zwei Körper L und L' stossen in einer ebenen 
Fläche zusammen, der eine von ihnen hat die Temperatur Ty 
der andere die Temperatur T\ Werden beide Körper mit 
einander in Berührung gebracht, so wird der eine von ihnen 
erwärmt, während sich der andere abkühlt. Wir können auch 
die Temperatur T^ der Berührungsfläche bestimmen. Nehmen 
wir an, dass TJ, konstant ist, so ist die Wärmemenge, welche 
Z in der Zeiteinheit empfängt, nach (g) ausgedrückt durch 

In derselben Zeit erhält Z' die Wärmemenge 

WO k! und x' dieselbe Bedeutung f&r L' haben wie k und x 
Ar Z. Da aber die Grenzfläche keine Wärme enthält, so 
muss U+ ?7' = sein, oder 

Ä/x.(2;-y) = Ä7x.(y-ro), 

woraus 

(h)i) T, = (TYk^Q + T^KT^') I {fk^ + Väv7) 

sich ergiebt. Daraus ersieht man, dass unsere Annahme 
richtig ist, nach welcher die Temperatur in der Grenzfläche 
zwischen zwei Körpern, welche sich in einer ebenen Fläche 
berühren, constant ist. In Wirklichkeit müssen die beiden 
sich berührenden Körper unendlich gross sein, aber die 
Formel (h) kann auch auf kleine Körper angewendet werden, 
wenn wir nur die Zeit kurz nach der Berührung betrachten. 
Aus (h) erkennen wir, dass die Temperatur eines erwärmten 
festen Körpers fast gar nicht vermindert wird, wenn wir ihn 
mit der Luft in Berührung bringen; namentlich gilt dieses 
für die Metalle und die guten Leiter überhaupt. Aus der 
Gleichung (h) folgt nämlich 

(2'-2i)/(2i-r) = VÄv77Tc-^. 



^) L. Lorenz, Lehre von der Wftrme. S. 178. Kopenhagen 1877. 
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Ist T die Temperatur des festen Körpers, so ist q stets 
sehr viel grösser als q. Demnach ist T^ — T sehr viel grösser 
als ?— Tq, besonders wenn h auch grösser als K ist, während c 
und c nicht sehr von einander abweichen. 

§ 132. Die Abkühlung einer Kugel. 

Die Temperatur im Innern einer Kugel hänge nur vom 
Abstände des. betrachteten Punktes vom Kugel mittelpunkte ab. 
In diesem Eiille nimmt nach § 126 (c) die Fourier'sche 
Gleichung die Form 

(a) ö(rt9')/ö^ = x>ö»(ri^)/ör» 

an. Sind wi, Ay B willkürliche Grössen, so lautet ein Integral 
der Gleichung (a) 

rß- = c"'**'***. (J sin (mr) + 5cos(mr)). 

Weil aber ??• == oo wird f&r r = 0, so muss ^ = sein und 
wir erhalten als Integral der Gleichung (a) 

(b) r i9-=^. «""'•''•'. sin (iwr). 

Wir wollen zunächst den Fall betrachten, in welchem die 
Kugel in einer Mischung von Schnee und Wasser sich be- 
findet, oder in welchem ihre Oberfläche durch irgend ein 
anderes Mittel die Temperatur 0^ hat. Bezeichnen vrir den 
Radius der Kugel mit Ä, so ist für r = Ä auch * = und 
also muss 

sin (m iZ) = 

sein. Ist demnach p eine beliebige ganze Zahl, so folgt 

mR = ±pn. 

Wir können nun setzen 

(c) rt^=^,^-^''''/*>*'.sin(^r/iZ) + 4if-^2"''/^^sin(2«r/iZ)+... 

Die Constanten ^j, A^ ... werden mit Hülfe der Temperaturen 
bestimmt, welche zur Zeit ^ = vorhanden sind. Zu dieser 
Zeit sei die Temperatur durch f{r) gegeben. Wir erhalten also 

r.f{r)=: Ä^sm{7trlS) + A^ Bin {2 n r I S) + ... 
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Nach § 129 (1) erhalten wir für 

B 

(d) A^ = 2/B.frf{r)sm{mnrjli)dr. 



Ist die Temperatur constant und zwar gleich i^*^ zur Zeit 
^ = 0, 80 erhalten wir 

B 

A^ = 2&QlJR.frBm{mnrlS)dr 



und demnach 

J«, = ^ 2&qR lfnn.cos{m7t). 

Somit erhalten wir das Resultat 



l-|.sin(! 



i(2^r/iZ)^-^'"'''*>"' + |.sin(3^r/Ä)^-^'"'''*^*' -...]. 
Die Mitteltemperatur &' ist 

Die Gleichung können wir auf ein Thermometer an- 
wenden, welches in eine kältere Flüssigkeit gebracht oder in 
derselben bewegt wird. Die Temperatur des Thermometers 
ist dann wesentlich durch das erste Glied der obigen Gleichung 
gegeben. Die Abkühlungsgeschwindigkeit ist 

(g) --d»' Idt^n^h»' IcqRK 

Wir betrachten jetzt einen anderen wichtigen Fall, dass 
sich eine Kugel in einem leeren Räume befindet und Wärme 
in demselben ausstrahlt. Der Raum oder vielmehr die Be- 
grenzung desselben habe die Temperatur 0^. Die Ausstrahlung 
erfolge nach dem Newton 'sehen Gesetze und sei also pro- 
portional der Temperatur an der Eugeloberfiäche. Nach (b) 
erhält das Integral die Form 

(h) ri9' = -2'^«"""'*''''.8in(mr). 

Bezeichnen wir mit E das Ausstrahlungsvermögen, so strahlt 
ein Element dS der Oberfläche in der Zeiteinheit die Wärme- 
menge 

dS.E& 

aus. E soll in dem betrachteten Falle constant sein. Das- 
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selbe Flächenelement dS erhält aus dem Innern der Engel 
in der gleichen Zeit die Wärmemenge 
^k.dS.d&ldr. 

Da die von dS aufgenommene Wärmemenge gleich der ab- 
gegebenen sein muss, so erhalten wir 

(i) -k.d&ldr^E& oder -d&jdr^h», 

wo der Kürze wegen h^E/k gesetzt ist Demnach ergiebt 
sich für r = -B 

-S'^»«"""'"'*. (m cos (m Ä) / Ä - sin (m Ä) / Ä«) 

= -A -2 4« «■""■"'' sin (toä)/ä 
oder 

^Ä^ tf "■*■'•"'. [m Ä cos (m Ä) - (1 ^ A iB) sin(TO Ä)] = 0. 

Soll diese Gleichung für jeden Werth von t stattfinden, so muss 

(k) mÄ.C08(mÄ) = (1 — AÄ).sin(mÄ) 

sein. Diese Gleichimg muss nach m aufgelöst werden. Wir 
setzen mR=i x und haben dann 

G) tg*=:x/(l -AÄ). 

Nehmen wir femer 

Vi =tgjr, 
so können y^ und x als die rechtwinkligen Coordinaten einer 
gewissen Curve betrachtet werden (Fig. 143). Diese Curve hat 
unendlich viele Zweige oa, nby 2nc, ..., für welche die 
geraden Linien 

X = ^itf X =s -|jr ,, . 
Asymptoten sind. Wird femer 

■y, = :r/(l-AiZ) 

gesetzt, so stellt diese Gleichung eine gerade Linie, z. B. opq 
dar, welche durch den Anfangspunkt des Coordinaten- 
systems geht. 

A ist sicher positiv, liegt also zwischen und oo. Wir 
betrachten den Fall, dass A = 0; dann ist 

und diese Gleichung stellt eben die gerade Linie opq dar, 
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welche die Gurve oa im Punkte o berührt ^ femer nb in p^ 
2nc in q schneidet. Die Abscissen 0, x^, ^r, ... sind Wnrzehi 
der Gleichung (1). Femer ist 

;r<arj<3«/2; 2«<arg<5^/2; ... n;r < ar„ < (n + J)jr. 

Je grösser n wird, desto mehr nähert sich x^ der oberen 
G-renze (n + ^ n. Ausser den positiven Wurzeln hat die 
Gleichung (I) auch negative Wurzeln, welche dem absoluten 
Werthe nach den positiven gleich sind. Ist nächstdem 

0<A<1/Ä, 



so ist 
und also 



0<1 -hR< 1 



Eine solche Linie ist z. B. oaß (Fig. 143), welche die Curven 
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Fig. 148. 
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Uj ß ,,, schneidet. Die Abscissen 0, x^^ x^\ x^ ... 
dieser Punkte sind Wurzeln der Gleichung (1), und wir haben 

<x^ <\n\ n<x^ <^nl2\ 2n < x^' < 5n 1 2 . .. 
{n-l)n<xn' <(n-^)n. 
Je grösser h wird, desto mehr nähert sich der Winkel 
aOn dem Winkel | n und desto mehr nahem sich die 
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Wurzeln ihrer oberen Grenze. Ist A = 1 /üt, so wird * = 
und die Warzeln werden 

0, \ny 3^/2, 6ä/2, ... 
Ist nan 

1/Ä< A< 00, 
so wird 

y, = -x/(AÄ-l). ' 

Die gerade Linie hat dann die Lage z. B. o ß' y\ Bezeichnen 
wir in diesem Falle die Wurzeln der Gleichung (1) mit 
0, //', Xj" ..., so haben wir 

\n<x(' <in\ 3^ / 2 < ar," < 2« . . . 

Je mehr h wächst, desto mehr nähern sich die Wurzeln ihrer 
oberen Grenze. Ist aber A = oo , so erhalten wir 



X, 



= n\ x," = 2n\ 



Wir können nun die Wurzeln der Gleichung (1) als be- 
kannt betrachten und aus denselben m bestimmen. Die den 
einzelnen Wurzeln entsprechenden Werthe von m seien 

Die negativen Wurzeln können wir fortlassen, weil die den- 
selben entsprechenden Glieder in (h) mit denen zusammen- 
gefasst werden können, welche von den positiven Wurzeln 
herrühren. Wir setzen also 

(m) r !?• = A^ tf ~"^*'**' sin (wi^ r) -f- A^ «"""■*"'' sin (m, r) -f .. . 

Ist die Temperatur zur Zeit ^ = durch ß- = f{f) gegeben, 
so haben wir 

(n) ''•/'{'') = ^\ flin(»ij r) -f A^ sin(»ijr) + . . . 

Sind nun wi« und wij zwei Wurzeln der Gleichung (k), so 
werden die rechte und linke Seite der Gleichung (n) mit 
sin (mar) multiplicirt. Durch Integration von bis i? er- 
giebt sich 

B, B 

(o) fr,f{r) sin (m« r) dr = JSA^f sin (m^ r) sin (»1« r) dr . 
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Nnn ist aber 

B B 

/8m(TO6r)8in(mar)rfr==^./lco8[(m5--mo)r]— C08[(m5 + ma)r]|rfr 

= \ 8in [(mj — ma)Ii']l{mi, — m«) — | . sin [(wi6 + ma)B] l{mi, + m«) 

= [nia sin (wijiZ) cos (m^Ä) — m^ cos (wjÄ) sin (»la-B)] /(m^* — wi«*). 

Weil aber nach (k) 

fnaÄ = (l - AiZ)tg(maiZ), mjÄ = (l -AÄ)tg(m5E) 

ist, und also 

wiatg(mjB) = m5tg(maB) 
oder 

m« . sin (wift Ä) . cos (»la iZ) = m^ . sin (m« Ä) . cos (wi^Ä) 

ist, 80 wird 

B 

J* sin (m^r). sin (»iar)rfr =0, 



wofern nia luid m^ von einander verschieden sind. Sind aber 
m« und 7715 einander gleich, so wird (p) unbestimmt. Den 
Werth des Ausdruckes (p) finden wir in diesem Falle da- 
durch, dass wir m^ = ma + € setzen, wo e eine kleine Grösse 
ist. EinÜEUiher gelangen wir zum Ziele, wenn wir den Werth 
des Integrales 

B B 

fwi^{fnar)dr = | ./[l - cos(2m„ r)]rfr= |[Ä- 8in(2maB)/2wi«] 



suchen. Daraus erhalten wir 

B 

^a = 2 / E ./r ./"(r) sin (m« r) rfr / [1 - sin (2 m« R)l2ma B], 



Die vollständige Lösung der Aufgabe ist demnach enthalten in 

B 



(q) 



-sin(2f?»,Ä)/2m,Ä J '^ ' ^ ^ ^ 



2 1— sin(2miÄ)/2miÄ 


B 



+ «^(^^)^ "^^ rr.f(r)sin(m,r)rfr+... 

^ l-8m(2fn,Ä)/2m,Ä J '^^ ^^' ^ 



In dem einfachen Falle, in welchem die Temperatur der Eugel 

ChristianBen-MQUer, PbjBlk. 28 
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anfiangs in allen Punkten gleich gross ist, haben wir /"(r) = t^^ 
und finden dann 

£ 

&Q.Jr8iii{mr)dr = &^ / fn^.[sm{mB) — mBcoB{m R)], 



oder in Bücksicht auf (k) ergiebt sich 

&^frBm{mr)dr = hR&^%in{m R) I m^. 



Wir erhalten also das Resultat 

V m|[2miÄ — 8in(2fi 



(r) 



\n^R)] 



+ «^ n(fntR)mi(m^r)s ******* + . . . ) 



m, [2m, i2 — sin (2ffs, R)] 

Ist das Ausstrahlungsvermögen Jl? und also auch A sehr klein, 
oder ist der Radius der Kugel klein, so ist das Produkt (h R) 
eine kleine Grösse. In diesem Fidle erhalten wir aus (k), 
wenn wir die höheren Potenzen fortlassen, indem der Sinus 
und der Cosinus in eine Reihe entwickelt werden, 

woraus sich 

mi> = 3A/Ä 
ergiebt. 

Die anderen Werthe von m sind so sehr viel grosser, 
dass die entsprechenden Glieder in (r) verschwinden gegen 
das erste Glied. Wir erhalten also 

oder, wenn der Werth für h eingesetzt wird, 

(s) & = &^e'^''^^'''. 

Diese Formel können wir auch in einfacher Weise ableiten. 
Die Wärmemenge, welche die Kugel in der Zeit dt aus- 
strahlt, ist 

4nB*£»dt. 
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Dabei nimmt die Temperatur der Kugel um ^d& ab; die ab- 
gegebene Wärmemenge ist also 

- 4nlS.Ii^cQd&. 
Demnach haben wir 

4nR^:E&dt=- ^4nlS.B^cQd&, 
woraus folgt 

da die Temperatur der Kugel &q zur Zeit / = ist. 

§ 133. Die Wärmebewegong in einem unendlich langen 

Cylinder. 

Der Querschnitt S des Cylinders sei so klein, dass die 
Temperatur & in demselben constant ist. A und B seien 
zwei Querschnitte, deren Abstand dx ist. Durch A strömt 
während der Zeit rf^ die Wärmemenge 

^Sk.d&ldx.dt. 

Durch den Querschnitt B strömt in derselben Zeit die Wärme- 
menge 

-'Sk{d&ldx + d^&ldxKdx)dt. 

Der Theil des Cylinders, welcher zwischen A und B liegt, hat 
demnach die Wärmemenge 

Sk.d^&ldx^.dxdt 

aufgenommen. Ein Theil dieser Wärme wird durch Leitung 
oder Strahlung an die Umgebung abgegeben. Ist P der Um- 
fang des Cylinders, £ eine Constante und hat die Umgebung 
des Cylinders die Temperatur 0, so ist die durch Leitung 
oder Strahlung abgegebene Wärme 

PE&.dxdt. 

EJin anderer Theil der zugefllhrten Wärme dient zur Er- 
wärmung des Cylinders, und dieser Theil ist 

S,dx .cQ.d&. 

Demnach erhalten wir die Gleichung 

8k.d^&ldx^=^SQc.d»ldt + PE&, 
oder 

(a) d&ldt = x^.d^&ldx*^h&, 

28* 
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wenn 

x^^kjcQ und h = P£ISQc 
gesetzt wird. 

Wenn der Zustand in dem Cylinder oder der Stange 
stationär geworden ist, haben wir d&ldt = 0, und die Glei- 
chung (a) erhält die Form 

Daraus ergiebt sich 

(b) x^^Ae'^''' + Be-'^'\ 

Ist die Temperatur der Stange in zwei Punkten gegeben, so 
erhalten wir durch (b) die Temperatur in den Zwischenpunkten. 
Wir wollen annehmen, dass ein Punkt der Stange die Tem- 
peratur i9q habe und dass in einem sehr grossen Abstände 
von dem betrachteten Punkte die Stange die Temperatur 
habe. Dann muss & = sein für a: = oo und also 

(c) &=^&^.e'''VhlH 

sein. Ist aber der Zustand nicht stationär, so muss die Glei- 
chung (a) benutzt werden. Setzen wir in dieser Gleichung 

so ergiebt sich 

(d) duldt^x^.d^ujdx^. 

Das Integral dieser Differentialgleichung ist früher angegeben. 
Mit Hülfe der Gleichungen (c) und (d) können wir die Ab- 
kühlung einer Stange ermitteln, welche beliebig erwärmt ist 
Wir wollen hier nur den Fall betrachten, in welchem ein 
einzelner Querschnitt 8 der Stange die Temperatur &^ hat, 
während an allen übrigen Stellen der Stange die Temperatur 
gleich Null ist. Von 8 breitet sich die Wärme nach beiden 
Seiten hin aus und nach unendlich langer Zeit ist die Tem- 
peratur im Abstände x vom Querschnitte 8 durch 

gegeben. Dagegen ist zur Zeit t die Temperatur an derselben 
Stelle durch 

(e) ,^ = *,.e— ^/".fti.ij-*' 

gegeben. Hier muss u die folgenden Bedingungen erMen: 
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1) u muss der Gleichung 

genügen; 

2) für ^ = muss 

sein; 

3) für ar = ist tt = 0. 

Den Bedingungen 1 und 3 genügt 

u^2jn A dXwi{Xx) |/(a)8in(Aa)c"^**'' da. 



Damit u auch (2) genügt, muss 

00 00 

= #0 . e-»VT/K + 2 / ^ . Jrf A sin (Aar) J/(a) sin {Xa)da 



sein. Hierzu ist erforderlich, dass 

ist. Die Lösung der vorgelegten Aufgabe lautet demnach 

GO OO 

^=i9'^.^-»VÄ/«-2i9-o/w.tf-^*/rfAsin(Aar)./sin(Aa)^-^*«''-«y*/-rfof. 



Ebenso wie in § 131 können wir dem Ausdrucke 

00 

2 / TT ./sin (Aar) . sin {la) e^^^^^^dX 
die Form 

1 In. f COS [A(a-- a)] e-^*>*''dX - l/;r./c08 [A(ar + a)] e^^'^'^dk 



geben, und dieser letztere Ausdruck ist gleich 

1 /2«y^.(i?-(*-«)*/4««< - e-(*+«)V4'««/), 

Führen wii* diesen Ausdruck in die Gleichung für & ein, so 
ergiebt sich 

GO 
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Znr Vereinfachung dieses Ansdruckes setzen wir 

Dann ergiebt sich 

OD 

±1 . rtf-(«-«)V4««<.<f-«v*/''rfa 

2xY^t J 


00 

'-xI2mYT' 

-•/2xKT Y^t-xi2HYt 

In derselben Weise erhalten wir 

00 00 

und also 

00 00 

Eine genaue Betrachtung dieses Ausdruckes zeigt, dass der- 
selbe wirklich den Verlauf der Erwärmung in einer unendlich 
langen Stange darstellt. Für ^ = wird die untere Grenze 
des ersten Integrals gleich — cx), der Werth des Integrals 
selbst ist dann gleich y^r; die untere Grenze des zweiten 
Integrals wird in demselben Falle oo, der Werth des zweiten 
Integrals also gleich Null. Wir erhalten demnach flir ^ = 
auch i?* = 0, und dieses sollte auch der Fall sein für alle 
Querschnitte der Stange, ausgenommen ftir den erw&rmten 
Querschnitt. Für jt = erhalten beide Integrale denselben 
Werth und also ist %9 =» i9"^^. Für ^ = oo verschwinden beide 
Integrale und wir haben also richtig f&r den stationären 
Wärmezustand 
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Weil h^ PEj ScQ ist, so wird A unendlich klein, wenn der 
Querschnitt der Stange unendlich gross oder wenn das Aus- 
strahlungsvermögen E unendlich klein wird. Setzen wir A » 
in (f), so gelangen wir zu einem fiüher behandelten Falle, 
indem 

00 00 

(g) &~&^(\-\lY^.Se-<fdq+\I^.Se-<fdq). 

-«/2kVT *l2HYt 

Dieses Resultat ist auch in § 131 gefunden. Der Ausdruck (g) 
giebt nämlich die Temperatur in einem unendlich weit aus- 
gedehnten Körper an, welcher zur Zeit^=0 in allen Punkten 
die Temperatur &=^0 hat, mit Ausnahme der Punkte auf der 
Fläche x = 0, für welche ß-=»Q. 

Die Lösung (f) gilt nur fllr positive Werthe von x\ soll 
aber dieselbe auch f&r jene Theile der Stange gelten, welchen 
negative Werthe von x entsprechen, so muss zunächst in (f) 
X mit — JT vertauscht werden. 



§ 134. üeber die Wänneleitung in Flüssigkeiten. 

Bislang haben wir nur die Wärmebewegung in festen 
Körpern betrachtet. Die Resultate, welche sich dabei ergeben 
haben, können im Allgemeinen nicht auf die Flüssigkeiten 
angewendet werden, weil jeder Temperaturunterschied, welcher 
eine verschieden grosse Ausdehnung in den verschiedenen 
Theilen der Flüssigkeit hervorbringt, zu sog. Convections- 
strömungen Veranlassung giebt. Im Allgemeinen werden die 
Temperaturunterschiede durch diese Strömungen schneller aus- 
geglichen als durch die Leitung allein. Die Verhältnisse sind 
also sehr verwickelt. Wir beschränken uns darauf, die all- 
gemeinen Bewegungsgleichungen zu entwickeln, welche in ein- 
zelnen einfachen Fällen angewendet werden sollen. 

Wir gebrauchen die in der Hydrodynamik benutzte Be- 
zeichnung. Die Continuitätsgleichung, welche ausdrückt, dass 
die Menge der Materie unveränderlich ist, lautet [vergl. 
§4l(d)] 
(a) dfldt + d(Qu)ldx + d{Qv)jdy + d{Qw)ldz = 0. 
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Die Bewegungsmenge, welche die Yolumeneinheit in der 
Zeiteinheit empfängt, ist gleich der Kraft, welche auf jene 
Yolumeneinheit wirkt Nach § 41 haben wir also 

A = Q (du Idt + udu I dx + vdujdy + tcdu /dz) 
= dXJdx + dXJdy + dXJdz + qX, 
. j B = Q{dv Idt + udv Idx + vdv/dy + todv /dz) 
^' ^ ^ÖYJdx + dYJdy + dYJdz+QT, 

C= (){dwldt + udwjdx + vdwjdy + wdwjdz) 
^dZJdx + dZJdy + dZJdz+QZ. 

Die Bezeichnung Aj B, C ist, der Anwendung wegen hinzu- 
gefügt, welche demnächst gemacht werden soll. 

Der flüssige Körper, welchen wir hier betrachten wollen, 
sei tropfbarflüssig und incompressibel. In diesem Falle ent- 
hält derselbe nur eine Energie in Form von lebendiger Kraft 
oder von Wärme. Ist der Körper dagegen luftformig, so soll 
derselbe ein ideales Gas sein, welches dem Gesetze yon 
Boyle und Gay-Lussac folgt. Solche Gase können wohl 
zusammengedrückt werden, aber die bei der Compression ge- 
leistete Arbeit tritt in Form von Wärme auf, sodass die im 
Gase enthaltene Energie unabhängig vom Volumen ist, aber 
allein durch die lebendige Kraft und Temperatur bestimmt ist 

Ein Raumelement dco = dx dy dz der Flüssigkeit, welches 
die Gestalt eines Parallelepipeds hat, enthält zur Zeit t eine 
Energiemenge, welche die Sunmie der lebendigen Kraft und 
der Wärmemenge ist, wenn wir die letztere mit dem mecha- 
nischen Aequivalent / der Wärmeeinheit multipliciren. Ist E 
die Energie der Yolumeneinheit, und enthält die Masseneinheit 
die Wärmemenge 0, so haben wir, wenn h die Geschwindig- 
keit bezeichnet. 

Während der Zeit dt erhält das Volumenelement dm die 
Energiemenge 



(c) 



dEjdt.dtdca, 
indem 

dEldt=^\d{gh')ldt + J.d{Q0)ldi ist. 
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Der Zuwachs an Energie, welchen das Element d(o in 
der Zeit dt erhält, rührt von folgenden Ursachen her: 

1. von der Arbeit, welche die beschleunigend wirkenden 
Kräfte X, r, Z leisten, 

2. von der kinetischen Energie, welche in Folge des Strö- 
mens der Flüssigkeit durch die Oberfläche des Raumelementes 
dc3 in das letztere hineingelangt, 

3. von der Arbeit, welche die Oberflächenkräfte X., X^^... 
auf die Theile der Flüssigkeit ausüben, welche sich in der 
Oberfläche des Elementes do) befinden, 

4. von der Wärme, welche die Theile der Flüssigkeit ent- 
halten, welche in das Raumelement dm hineinströmen, 

5. von der Wärme, welche durch Leitung in das Element 
d(o dringt. 

Diese einzelnen Energiemengen wollen wir der Reihe nach 
mit e^dmdt, e^dmdt, e^dcodt, e^dfodt und e^dcadt bezeichnen. 
e^ ist also die Energiemenge, welche die Volumeneinheit in 
der Zeiteinheit allein durch den Einfluss der beschleunigend 
wirkenden Kräfte erhält. Wir wollen nun die Werthe von 
e^y «2 • • • aufsuchen. 

Die Arbeit, welche die beschleunigend wirkenden Kräfte 
während der Zeit dt ausführen, bestimmen wir folgender- 
maassen. Das Raumelement doj hat die Masse ^doo und 
bewegt sich in der Zeit dt um die Strecke udt in der Rich- 
tung der ar-Axe. Dabei leistet die Kraft X die Arbeit 
Qdfo.Xudt Die Arbeiten, welche die Kräfte T und Z aus- 
führen, werden in derselben Weise bestimmt Die betrachtete 
Arbeit ist also 

Q {uX +vY+ wZ) dco dt. 

Diese Arbeitsgrösse haben wir aber mit e^ dm dt bezeichnet 
und erhalten demnach 

(d) e^ = q{uX+vY+wZ). 

Die kinetische Energie, welche dm durch die Theile der 
Flüssigkeit empfangt, welche während der Zeit dt An das 
Element dm hineinströmen, bestimmen wir folgendermaassen. 
Die Masse, welche während der Zeit dt durch das Ober- 
flächenelement cfy^/z hineinströmt, ist Q.u, dt. dydz\ die kine- 
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tische Energie dieser Masse ist also \.Q.udt,dydz.hK Setzen 
wir aber 

so ist U die Stromcomponente der kinetischen Energie in der 
Richtung der x^Axe. Die entsprechenden Stromcomponenten 
nach der y- und nach der r-Axe seien bezw. F und fT; wir 
haben dann 

Dabei erlangt nach ähnlichen Betrachtungen wie in § 14 das 
Volumenelement ^a> in der Zeit dt die Energiemenge 

'-{dUldx + dridy + dWjdz)dtodt. 

Diese Grösse bezeichnen wir mit e^doadt und erhalten demnach 

e^ = - |[ö(puA«)/öx + d{Qvh^ldy + d{Qtoh^ldz]j 

oder 

e^=^-\h^.[d{Qu)ldx + d{Qv)ldy + d{Qw)ldz] 

— Qu{uduldx + vdvldx + w dw j dx) 
^ Qv{uduldy + vdv jdy + wdw I dy) 

— Qw^udujdz + vdvjdz + wdw jdz). 

Mit Hülfe der Gleichungen (a) und (b) erhalten wir hieraus 
e^ = \h} . dQ I dt + Q{udu I dt + V dv I dt + w dw l dt) 

^{Au + Bv + Cto), 
oder einfacher 

e^ = \h^d() I dt + \gdh^ I dt - {Au + Bv + Cir), 

(e) e^=^\.d{()h^ldt-{Äu + Bv + Cw). 

Die Energiemenge, welche die Oberflächenkrafte X^, X^, . . . 
dem Elemente dco ertheilen, bestimmen wir in folgender 
Weise. Auf das Oberflächenelement dydz, welches rfco auf 
der Seite begrenzt, die nach der Richtung der negatiyen 
ar-Axe liegt, wirkt die Kraft ^X^dydz in der Richtung der 
ar-Axe. Die Plüssigkeitstheilchen, welche während der Zeit dt 
durch das Element dy dz strömen, legen den Weg u dt in der 
Richtung der ar-Axe zurück. Dabei leistet die Kraft — J, 
die Arbeit -^X^dydz.udt. Aber die Flüssigkeitstheilchen, 
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welche sich im Oberflächenelemente dydz befinden, haben 
auch tangentiale Bewegungen. In der Richtung der y-Axe 
legen sie unter dem Einflüsse der Kraft — Y^ dy dz den Weg 
vdt zurück, wobei die Arbeit —Y^dt/dz.vdt geleistet wird. 
Ferner bewegen sich auch dieselben Theilchen in der Richtung 
der r-Axe, wobei die Arbeit --Z^dydz.wdt geleistet wird. 
Die gesammte Arbeit, welche die auf das Element dydz 
wirkenden Kräfte in der Zeit dt ausführen, ist also 

— (Z^tt + T^v + Z^w)dydzdt 

Diesen Energiestrom in der Richtung der or-Axe wollen wir 
mit U' dydz dt bezeichnen; die entsprechenden Ströme in der 
Richtung der y- und in der Richtung der z-Axe seien bezw. 
V'dxdzdt und Wdxdydt, Dann haben wir 

ü'=^^{x^u + r^v + z^w), r^^{x^u + r^v + z^w), 

Die Energiemenge, welche dco dabei erhält, wird ebenso 
wie im vorigen Falle bestimmt und ist gleich 

e^d(odt^-'{dU'ldx + dridy + dW'ldz)d(odt. 
Demnach erhalten wir 

^3 = ö(J;i£ + r^v + Z^w)jdx d- d{X^u + r^v + Z^w)ldy 

+ d{X^u + Y^v + Z^w)jdz. 

Benutzen wir aber die Gleichungen (b), so ergiebt sich 

^8 = ^:,duldx + r^dv/dy + Z^dwjdz 

+ Z^{dw I dy + dv I dz) + X^{du I dz + dw I dx) 

+ r^dv I dx + du I dy) + {A-- ()X)u + {B -- qY)v 

+ {C-^(,Z)w. 

Die Wärmemenge, welche die einzelnen Theile der Flüssig- 
keit enthalten, wird mit diesen durch die Strömung fortgeführt. 
Durch das Flächenelement dy dz dringt in der Zeit dt in das 
Element da) die Masse Qudt.dydz ein und bringt mit sich die 
Wärmemenge QudydzdtQ oder die Energie jQudydzdtQ. 
In derselben Weise bestimmen wir die Wärmemengen, welche 
in das Element dco durch die anderen Grenzflächen gelangen. 



(f) 
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Benutzen wir sodann die oben angegebene Methode und setzen 
ü"=J()u&, F"^Jpv0, ^"^JqwS, 

so ergiebt sich die Wärmemenge e^dtodt, welche das Parallele- 
piped d(ü in der Zeit dt durch die Wärmeconvection auf- 
nimmt, aus 

^^ = - (ö V'ldx + d F"ldy + d W"l dz) 
oder 

e^ = •-- J[d[Qu&) I dx + d{Qve) j dy + d[Qwe) I dz\ 
Hieraus ergiebt sich in Rücksicht auf die Gleichung (a) 
(g) e^=^J,d{Q0)ldt-'JQ{deidt+ud0ldx+vd0ldy+wdeidz). 

Endlich erhält das Element dcj auch Wärme durch die 
Leitung. Die entsprechenden Strömungscomponenten sind 
nach § 122 

---Jh.d&ldx, --Jk.d&ldy, •-- Jk.dd- j dz. 

Setzen wir die Energiemenge, welche dm in der Zeit dt er- 
langt, gleich e^dcodt und nehmen wir das Leitungsvermögen 
als constant an, so ist 

(h) e, = J.k {d^& I dx^ + d""» I öy« + d*& / dz*). 

Der Zuwachs an Energie, welchen da) in der Zeit dt er- 
hält, ist nach (c) durch 

[\.d{Qk^ldt + jrd{()0)ldf]da)dt 

gegebeil. Zu gleicher Zeit strömt in das Element dm die 
Energiemenge (<?j + e^ + e^ + e^ + e^) dm dt hinein und wir 
haben also 

(i) -\.d{()h^ldt+Jd{()0)ldt=^e, + e^ + e^+e^ + e,. 

Setzen wir in diese Gleichung die für ^j, e^, «3 . . • gefundenen 
Werthe ein, so ergiebt sich 

jQ[d0ldt + ud0ldx + vd0ldy + wd0ldz)-^Jk.y^d' 

(k) =X^duldx + Y^dvldy + Z^dwldz + Z^{dwldy+dvldz) 

+ X^[dujdz + dwjdx) + r^{dvldx + duldy). 

Ist eine innere Reibung in der Flüssigkeit vorhanden, so 
haben wir nach § 47 (h) 
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jr^= '-'p + 2fi.duldx — \ii{ßujdx + dvjdy + dwjdz) 

und 

Z^=i fi {dw I dy + dv I dz) u. s. w. 

Mit Hülfe dieser Beziehungen können wir der Gleichung (k) 
die Form geben 

(jQ{deidt + udeidx + vdeidy + wd0ldz)-'Jkv^& 

= --•p{duldx + dvjdy + dwjdz) + 2fj,[{dujdx)^ 

(1) ] + (öi?/öy)» + {ßwjdzf - -^ (ÖM/Öor + dvjdy + dwjdz)^ 

+ fi[{dwjdy + dvjdzf + (öm/öz + dwjdxf 

+ {ßvjdx + dujdyf\ 

Zur Bestimmung der Bewegung und der Temperatur der 
Flüssigkeit haben wir die fünf Gleichungen, welche unter (a), 
(b) und (1) gegeben sind. Diese fünf Gleichungen reichen zur 
Bestimmung der sieben Unbekannten Uj Vj w, q, pj und & 
nicht aus. Zwei weitere Gleichungen ergeben sich in folgen- 
der Weise. Die gesammte Wärmemenge 0, welche die Massen- 
einheit enthält, muss von %)• abhängen und wir wollen an- 
nehmen, dass 

(m) = ci9- 

ist, wo c constant und die specifische Wärme ist. Wenn die 
betrachtete Flüssigkeit luftförmig ist, so bedeutet c die speci- 
fische Wärme bei constantem Volumen. 

Die zweite Gleichung muss die Abhängigkeit der Dichte q 
vom Drucke und von der Temperatur angeben. Für Flüssig- 
keiten kann man annäherungsweise 

(n) Q^eJ{l + a&) 

setzen, wo q^ die Dichte bei i9- = und wo cc eine Constante 
ist. Für luftfbrmige Körper aber haben wir, wenn V das 
Volumen der Masseneinheit bei dem Drucke p und der Tem- 
peratur &, Vq das Volumen derselben Masse bei dem Drucke p^ 
und der Temperatur 0^ ist. 

Da Tp = 1 und ebenso F^^^^ 1 ist, so haben wir 
(o) Pl9^Pol9o'i^ +CC&). 
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Die Gleichung (o) in Verbindung mit den Gleichungen (a), (b), 
(1) und (m) dient zur Bestimmung der imbekannten Grössen. 
Die entwickelten Gleichungen, welche die Temperatur und die 
Bewegung in einer Flüssigkeit bestimmen, sind sehr schwer 
zu integriren, sodass bislang noch keine Aufgabe für irgend 
einen Fall vollständig gelöst ist. 

§ 135. Der Einfluss der Warmeleitong auf die Starke und 
Geschwindigkeit dei Schalles in luftformigen Körpern. 

Nach § 134 hat man zur Bestimmung der Bewegung in 
einem luftformigen Körper, in welchem die Temperatur ver- 
änderlich ist, die folgenden Gleichungen: 

1. Die Continuitätsgleichung § 134 (a), welche in die fol- 
gende Form gebracht werden kann: 

dg jdt+ g{duldx + dvjdy + dwjdz) 
+ udQldz + vdQldi/ + wdQldz=zOy 

2. die Bewegungsgleichungen § 134 (b). In diese Glei- 
chungen setzen wir für die Kräfte X^, -^y> • • • ^i© Werthe ein, 
welche in § 47 (b) und (h) gefunden sind, und erhalten [vergl. 
§ 48 (a)] 

Q{dujdt + udujdx + vdujdy + wdujdz) 

= qX- dpjdx + |u V'« + J^ fid{duldx + dvjdy + dwldz)jdx 

und die analogen Gleichungen für y und z, 

3. die Bedingung für die Erhaltung der Energie [vergl. 
§ 134 (1)], 

4. der Zusammenhang zwischen dem Wärmeinhalte und 
der Temperatur [vergl. § 134 (m)], 

5. das Gesetz von Boyle und Gay-Lussac [vergl. 
§134(0)]. 

Die Geschwindigkeit und die Temperaturänderung seien 
sehr kleine Grössen; dasselbe ist der Fall mit den Differential- 
quotienten wie dg/dx, dö/dx u. s. w. und wir wollen daher 
die Producte dieser Grössen unberücksichtigt lassen, d. h. die 
Glieder von der Form 

uÖQJdxj udujdxj udOjdx u. s. w. 
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fortlassen. Dadurch nehmen die Gleichungen 1 — 5 eine sehr 
yiel einÜBichere Gestalt an. Wir erhalten nämlich 

(a) d{logQ)ldt+duldx + dvjdy + dwidz = 0. 

Setzen wir femer fi j g =^ fi\ so nimmt die Gleichung (2) in 
Bücksicht auf (a) die Form an 

(b) du/dt + llQ.dpldx = fA'V^u^\fi.d^{logQ)ldxdt 

Dieselben Gleichungen gelten für u und v mit Yertauschung 
von X bezw. durch y und z. 

Eliminiren wir in der Gleichimg § 134 (1) durch die Be- 
ziehung & = c& und fuhren wir filr l//das Wärmeäquivalent 
A der Arbeitseinheit ein, so ergiebt sich 

(c) cQ.d&ldt'-kv^&=^Apd{loeQ)ldt. 
Femer lautet die Gleichung § 134 (o) 

fi, k und c werden als constante Grössen betrachtet An 
Stelle von q wird q^ gesetzt, wenn p oder \jq als Coefficient 
auftritt; ebenso wird in (c) p durch p^ ersetzt. Bei diesen Sub- 
stitutionen vernachlässigen wir nur unendlich kleine Grössen 
zweiter Ordnung. Wird 

gesetzt, so erhalten wir 

(e) loge = logpo + ö^> 

weil a eine kleine Grösse ist. Demnach erhält die Gleichung (d) 
die Form 

oder, weil auch & eine kleine Grösse ist, 

(f) p^p^{l + tT + a&). 
Die Gleichung (c) lautet nun 

d&ldt -- klcg^.^^& =^ Äp^lcQ^.dalde. 
Setzen wir aber 

x^^klcQ^ und e =^ cQ^d- 1 Ap^^ 
so ergiebt sich aus der letzten Gleichung 

(g) dQldt - x^ V*0 = daldt. 



(h) { 
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Die Gleichung (b) können wir in Rücksicht auf (e) und (f) 
umformen in 

duldt + pJ(}^.d(Tldx+p^alg^.d&ldx 

^fi'.V^u-'-^fi.d^aldtdx. 

Führen wir für i9-die vorhin definirte Grösse ß ein, so folgt 

du/dt +pjQ^.daldx+pjQ^,Ap^alQ^c. de Idx 

=^fi\V*U'-^fi\d^(Tldtdx. 

Wird ein Gramm Luft von der Temperatur auf & + d& 
bei constantem Drucke erwärmt, so ist dazu die Wärme- 
menge C.d& erforderlich, wenn C die specifische Wärme bei 
constantem Drucke ist. Ein Theil dieser Wärmemenge, näm- 
lich c.d&, ist zur Erwärmung verbraucht, der andere Theil 
dient zur Ueberwindung des Widerstandes bei der Ausdehnung, 
bei welcher die Arbeit p.dF geleistet wird. Wir haben also 

C.d&=rc.d& + Ap.dF. 

Aus der Zustandsgieichung 

ergiebt sich, weil p hier constant ist, 

p.dF= pQF^cc.d&y 
und also 

(i) C=^c + Ap^alQ^j 

weil FqQq=^\ ist. 

Setzen wir endlich 

so nehmen die Gleichungen (a), (b) und (c) die folgenden 
Formen an: 

dajdt + dujdx + dvIdy + dwjdz^^Q, 
du jdt + b^.dajdx+ia^^b^dejdx = |u'. v'« - ^lil.d^fTJdtdx, 
(k) \dvldt + b^.daldy+{a^^b^dejdy^^'.V^v-^\(ß;.d^aldtdy. 
dwldt + b^.d(Tldz+{a}^b^deidz=^^\V^w-\ii:.d^aldidz, 
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Diese Gleichungen rühren von Kirchhoff ^) her. Wegen der 
Anwendung dieser Gleichungen auf schwierigere Fälle der Fort- 
pflanzung des Schalles sei auf Kirchhofes Arbeit verwiesen. 
Wir wollen hier nur den Einfluss der Wärmeleitung und der 
Reibung auf die Bewegung ebener Sehallwellen untersuchen. 
Zunächst soll aber die physikalische Bedeutung der Constanten 
a und b ermittelt werden. 

Wenn weder Wärmeleitung noch Reibung in der Luft 
stattfindet, so ist at = und /tt'= 0; wenn femer die Schwin- 
gungen in der Richtung der or-Axe erfolgen, so ist auch 
r = M7 = 0. Unter diesen Umständen lauten die Gleichungen (k) 

daldt + dujdx^O, 

duldt+bKdaldx + {a^'-'b^,d0/dx=^O, 

dQjdt^daldt. 

Wird die zweite dieser drei Gleichungen in Bezug auf t dif- 
ferentiirt, so erhalten wir 

d^uldt^ + b^,d^(Tldxdt + {a^'-b^,d^Qldxdt^O, 

Hieraus ergiebt sich aber mit Hülfe der ersten und letzten 
der drei Gleichungen 

dHjdt^=^a^.d^uldx\ 
Ein Integral dieser Gleichung ist 

u =:^ co^\2n I T .{t — X l d)\ 

und dieser Ausdruck stellt eine Wellenbewegung dar, welche 
mit der Geschwindigkeit 



(1) a^yp.ClQ.c^bfDTo 

fortschreitet. Dieser Werth für die Geschwindigkeit des 
Schalles ist von Laplace gefunden. Derselbe weicht von dem 
in § 35 berechneten Werthe ab, welcher ursprünglich von 
Newton gefunden ist und in der von uns benutzten Bezeichnung 

lautet Der Unterschied zwischen beiden Formeln rührt daher, 
dass wir bei der ersteren auf die Erwärmung der Luft bei der 



1) Kirchhoff, Pogg. Ann. Bd. 134. 1868. 
Chrlstiansen-Mfiller, Phjsik. 29 
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Compression und auf die Abkühlung derselben bei der Ex- 
pansion Rücksicht genommen haben. Da man durch directe 
Versuche das Verhältniss C/c ermittelt hat, so kann die wahre 
Geschwindigkeit des Schalles in der Luft berechnet werden. 
Für atmosphärische Luft ist bei 0^ C. C/c== 1,405; demnach 
wird a = 33815 cm. Dieser Werth stimmt sehr gut mit der 
Erfahrung überein. Aus unseren Betrachtungen aber ergiebt 
sich, dass b der Werth für die Geschwindigkeit des Schalles 
ist, welchen Newton berechnet hat, während a die wirkliche 
Geschwindigkeit des Schalles ist. 

Eine ebene Welle pflanze sich in der Richtung der ar-Axe 
fort; X und ju' sollen von Null verschieden sein. Die Schwin- 
gungen sind parallel der or-Axe, sodass r = und tr = 0. Da 
t£, und <T jetzt Functionen von x und t allein sind, so lauten 
die Gleichungen (k): 

d(Tldt + duldx = 0, 

du I dt + b^ .da I dx + {a^ -- b^de I dx 

^li! ,d^uldx^--\li\d^(TJdtdx, 

dQjdt-^xKd^eidx^^daldt. 

Die unbekannten u, und a sind gewisse periodische Func- 
tionen von t Wir wollen mit A eine reelle Grösse bezeichnen 
und mit u\ & und </ drei Grössen, welche Functionen von z 
allein sind. Alsdann liegt es nahe 

(n) i£ = tt'.e'^'S = 0'.!?'^", (7 = (/.«*" 

zu setzen, wo i = y— 1 ist. Mit Hülfe dieser Gleichungen 
erhalten wir aus (m) 

hi(/ + du'ldx=^0, 

hiu'+bKda'jdx+[a^-'b^d&ldx^lß:.dH'jdx^^\yi'hi.da'ldx, 

hi&'-x^,d^&ldx^^hia\ 

Aus diesen Gleichungen kann tr' eliminirt werden und wir 
erhalten dann 

f -h*u+hi{a^'-b*).d&Jdx = (*«+ ^fi'hi).d*u'ldx^, 

^^^ l du'ldx = x^d^&jdx^--hi&. 

Wird die erstere der Gleichungen (o) nach x differentürt, so 



(m) 
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kann n' eliminirt werden und es ergiebt sich dann folgende 
Differentialgleichung 

^P) l +(A«af»+ J|u'A»-Aa»i).rf«0'/rfar»-A»i0'=O. 

Da diese Gleichung linear ist^ so setzen wir 

(q) &=.e^' 

und erhalten dann 

(r) x^m\b^ + ^fi'hi) + m2(AX+ t/^'**- haH)^hH = 0. 

Wir wollen den Exponenten m nur für den Fall bestimmen, 
in welchem sowohl das Wärmeleitungsvermögen als auch die 
innere Reibung sehr gering sind. Ist at = und ^'=0, so 
erhalten wir aus (r) 

m = — hl I a. 

Setzen wir also allgemein 

m = (— Ai + ä)l aj 

wo S eine kleine Grösse ist, deren höhere Potenzen unbeachtet 
bleiben können, so ergiebt sich aus (r), wenn die Glieder x^fi, 
x^S u. s. w. fortgelassen werden, 

(s) S= -[|-|u'A« + (l-ÄVa*)af*A*]/2a2. 

Aus (n) und (q) folgt aber, dass der eine Werth flir 

_- gSxla^ghi(t—xla) 

ist, den anderen erhalten wir durch Vertauschung von i mit 
— 2, indem auch 

ist. Die halbe Summe der beiden Werthe von genügt 
ebenfalls den Bedingungen und ist zu gle^^her Zeit reell, indem 

(t) = c-[*/./*''^" + (i-^V««)«-Äl.«/2a«.cos[Ä(^-j:/a)]. 

Aus dem Exponenten von e erkennt man, dass die Temperatur- 
änderungen in der Welle abnehmen, je weiter dieselbe fort- 
schreitet; zu gleicher Zeit nimmt auch u ab. Der Schall wird 
also um so schwächer, je weiter die Welle vorwärts schreitet. 
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Wenn T die Schwingungsdauer und n die Schwingungszahl ist, 
so haben wir 

h = 2nlT= 2n7t. 

Aus der Gleichung (t) ergiebt sich aber, dass die höheren 
Töne schneller erlöschen als die tieferen. 



Die mathematische Behandlung der Wärmeleitung rührt 
hauptsächlich von Fourier her, welcher nicht nur die partielle 
DiflFerentialgleichung entwickelt hat, welche bei der Betrach- 
tung der Wärmeleitung zu Grunde gelegt wird, sondern auch 
Methoden zur Lösung einer grösseren Zahl von Aufgaben 
angegeben hat. Sein Hauptwerk ist: Theorie analytique de 
la Chaleur, Paris 1822. Von den neueren Werken, welche 
die Wärmeleitung behandeln, heben wir hervor: Riemann, 
Partielle Differentialgleichungen, herausgegeben von Hatten- 
dorf, Braunschweig 1876. 
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Druckfehler. 

Seite 35 Zeile 5 v. ob. lies: m^^P oder lf= —gsjl 
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und S- —aSg ZmjJ, 
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„ 353 „ 5 V. unt. lies: Glazebroock. 
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